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Priifungsfach:  Numerische Methoden

Fachnummer: 4094

Hilfsmittel: 2 Seiten Manuskript

Zeit: 60 min

Aufgabe 1 (Newtonverfahren):

(Bearbeitungszeit ca. 15min.)

(a) Linearisierung: Ausgehend von der alten Ndherung (zy|yx) ergibt sich die neue Ndherung
(Zg+1|Yk+1) als Schnittpunkt der Tangentialebenen an die beiden Flichen z,, = f,.(x,y)
(m = 1,2) in den Punkten P, (xk\yk\fm(xk, yk)) mit der z — y—Ebene.

(b) 1. Formel:

()= (o)~ ww- (R )

Mit
( 2(z—-1) 2y
1st
3(2,1) = (i 3) J(2,1)
und damit

()= () ()

2. Veranschaulichung:

fi(z,y) = 0 gilt genau auf einem Kreis
um M;(1]0) mit Radius 2, entsprechend ist
fo(x,y) = 0 genau auf einem Kreis um

M, (0[1) mit Radius 2. Die Schnittpunkte
der beiden Kreise sind gerade die Nullstel-
len der Funktion f; ausgehend vom Start-
wert Fy(2, 1) konvergiert das Newtonverfah-
ren offensichtlich gegen die Nullstelle V;. Al-
le Startwerte, fiir die das Newtonverfahren
bereits im ersten Schritt scheitert, liegen auf
der rosafarbenen Geraden, vgl. Aufgabenteil

(b3).

(5)
D)

i
\N}i

3. Das Newtonverfahren scheitert im ersten Schritt, wenn det(J(zo,y0)) = 0 ist; denn
dann ist die Jacobimatrix nicht invertierbar. Mit Aufgabenteil (by) ist

det(J(z,y)) = 4- ((z—1)(y—1) — zy)

4-(1—x—y);

damit scheitert das Newtonverfahren im ersten Schritt genau dann, wenn die Start-
werte (zo|yo) auf der Geraden yo = 1 — xq liegen.
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Aufgabe 2 (Lineare Gleichungssysteme):

(Bearbeitungszeit ca. 10min.)

()

(b)
(c)

Entscheidende Nachteile des Gaufi’schen Eliminationsverfahrens gegeniiber den angege-
benen iterativen Verfahren sind

e Der Rechenaufwand ist erheblich hoher;

e man mufl ganz durchrechnen, bevor man eine Losung erhélt;

e Rundungsfehler kénnen kumulieren und das Ergebnis unbrauchbar machen.

Ja, denn die Matrix ist strikt diagonaldominant. (Auf den Startvektor und die Inhomo-
genitéit kommt’s dabei gar gar nicht an.)

Es ist
A = ) =
a:él) = le-(bg—l-xgl)—l-xéo)) = —1;
ZL‘gl) = %'(bg—l'lﬂél)—l'l‘io)) =1;
B A )
Die neue Néherung lautet also (xgl), xgl), xél), xil)) = (1,-1,1,-2).

Aufgabe 3 (Integration):

(Bearbeitungszeit ca. 15min.)

()

(b)

Man interpoliert die gegebene Funktion durch ein Polynom und verwendet den Fléachen-
inhalt ,,unter diesem Polynom als Naherungswert fiir den gesuchten Flacheninhalt. Zur
Erhchung der Genauigkeit kann man zusammengesetzte Quadraturformeln verwenden.

1. Stiitzstellen und Stutzwerte sind

k 0 1 2 3 4
T -2 -1 0 +1 +2
ye || 1/5 1/2 1 1/2 1/5

Damit lautet die Simpsonformel
_ 1 1 1 11y _ 32
S=g5-1-(5+4-5+2-1+4-5+5) = 9%
2. Die Fehlerabschétzung fiir die Simpsonregel lautet
b
[ #aydn=s| < g 17l n
hier ist a = —2, b = 42, h = 1 und (nach dem Hinweis) || f||oc = 24. Damit ergibt

sich
2
‘/_21+acE 5 < 15
Es ist also
2 2
32 8 dz 32 8 8 dx 8
B-fs [ mfmaBed an fef el



3. Die Fehlerabschitzung aus der Vorlesung lautet

w)de =T < L% |1l - %
mit h (b— a)/n (n =Anzahl Teilintervalle), [a,b] = [—2,2] und || f"||c = 2 wird

[l < S e < 3

Die Forderung, dafl der Fehler kleiner sein soll als 0.1 ist also erfiillt, wenn man

%<0.1

wéhlt; daraus ergibt sich

Jo32 /320

Y v B Vi B

Man muf} also in mindestens n = 11 Intervalle unterteilen, um ,auf der sicheren
Seite® zu sein.

Aufgabe 4 (Differentialgleichungen):

(Bearbeitungszeit ca. 20min.)

()
(b)

(c)

(d)
(e)

()

vi = yo+h-flwo,y) = 1+h-(-2-1-1)=1-2h.
Fir h =0.5ist y; = 0. Fiir £ > 1 ergibt sich damit sukzessive
Yet1 = Yk +h- [z y) = yk- (1 —2hay) = 0.

In der Darstellung yr41 = yk. (1—2hay) ist fiir h > 0.5 der Faktor (1—2hxy) fir jedes
k € Ny negativ (denn z;, > 1 fiir alle £ € Ny); damit bilden die y, eine alternierende
Folge, d.h. die Ndherungswerte oszillieren um y = 0 herum.

_ _ _ 1
y1—yo—l—h-f(:vl,yl)—1~|—h-(—2-(1+h)-y1) - y1—m-
Aus der Darstellung

Yerr = Uk +h f(Trr1, Y1) = Yr — 2hTh1Yk
folgt
— Yk . (%)
Yk+1 1+ thk—i-l )

wegen rp.1 > 1 fiir alle k& € Ny ist der Nenner dieses Ausdrucks fiir beliebige h > 0
grofer als 1, d.h. die Folge der Ndherungswerte fillt streng monoton auf 0 ab. Je grofier
h gewahlt wird, desto schneller fallen die y; ab.

Das Verhalten der Naherungslésungen zum vollimpliziten Eulerverfahren ist hier fiir be-
liebige Schrittweiten qualitativ richtig, wahrend die Ndherungen zum expliziten Eulerver-
fahren qualitativ falsch werden, wenn A > 0.5 gewdhlt wird. Das impliziten Verfahren
ist hier also also zu bevorzugen, zumal auch der i.a. mit impliziten Verfahren verbunde-
ne Zusatzaufwand, in jedem Rechenschritt eine implizite Gleichung numerisch 16sen zu
miissen, entfillt: Die entstehende Gleichung 148t sich analytisch l6sen, vgl. (k).



