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Priifungsfach: Numerische Methoden Fachnummer: 4094
Hilfsmittel: Literatur, Manuskript Zeit: 60 min

Aufgabe 1 (Newtonverfahren):

(Bearbeitungszeit ca. 10min.)

(a) Linearisierung: Ausgehend von einem Punkt Py(xy|f(xy)) ergibt sich die neue Néherung
x4 als Nullstelle der Tangente an den Funktionsgraphen y = f(z) im Punkt Pj.

(b) Vorteil: Quadratische Konvergenz (bei einfachen Nullstellen), also erheblich schneller als
das Bisektionsverfahren; Nachteile: Das Newtonverfahren konvergiert nicht immer, und
die Funktion f muf} nicht nur stetig, sondern sogar differenzierbar sein.

(c) Allgemein lautet die Iterationsvorschrift

() = (o) =3 m- (R )

darin ist J die Jacobimatrix der Funktion. Hier ist fiir den ersten Schritt
S(-11) Y11 2 1
J(_l’ 1) - Of2 Ofa - 1 0
98(—1,1) 22(-1,1)

. JY(—1,1) = ((1) _;)

Damit ergibt sich
1 _ —1 1 (0 1 _ 1 _ 1 (-3
w ) 1 6 \1 —2 -3 ) 6 -1 /)"

Aufgabe 2 (Uberbestimmte lineare Gleichungssysteme):

(Bearbeitungszeit ca. 10min.)

(a) MeBwerterfassung: Typischerweise mifit man ofter als zur rechnerischen Bestimmung der
gesuchten Groéflen erforderlich wére. Durch die Redundanz der Messungen 148t sich der
Einflufl von Meffehlern bei den Einzelmessungen reduzieren.

(b) Minimierung der Fehlerquadratsumme. Die Nidherungslosung @ wird so bestimmt, daf
r? = |A-x— b‘z
minimal wird.
(c) Das iiberbestimmte lineare Gleichungssystem lautet
0O-m+b=1, 2-m+b=2, 4-m+b=>

oder in Matrix-Vektorform



0 1 1
2 1 (Tg): 9
4 1 5

Transformation in ein quadratisches LGS durch Multiplikation mit der Transponierten:
(024). - .(m)_(024).
1 11 41 b 111
20 6 m 24
<63).<b>_<8> — m=1,b=2/3.

Ot DN =

Aufgabe 3 (Bézierkurven):

(Bearbeitungszeit ca. 10min.)

(a)
(b)

(c)

Siehe Zeichnung bei Aufgabenteil (c)! Die Konstruktion zu ¢ = 0.4 ist blau dargestellt.
Zunéchst ist

x(t) = (1-t)*-a + 3t(1—1)* b + 3*(1—t)-c + t*-d.
Mit den angegebenen Punkten folgt

(x(t)) _ (0(1—t)3+9t(1—t)2+18t2(1—t)+8t3) _ ( —t3 + 9t )

y(t) 0(1—t)> +9t(1—1t)* + 6t*(1—t) — 2t° 3 —12t* + 9t

Aufgabe 4 (Splines):

(Bearbeitungszeit ca. 15min.)

(a)

(b)

Bilanz: Zu bestimmen sind 3n Koeffizienten. Die Interpolationseigenschaft fithrt auf 2n
Bedingungen, die C'—Eigenschaft zu weiteren n—1 Bedingungen. Mehr kann man also
nicht fordern; es bleibt eine Bedingung iibrig, die man durch Vorgabe einer Randbedin-
gung festlegen kann.

Die Interpolationseigenschaft jeweils am linken Intervallrand fiithrt auf
ap=0, a=1.
Die Interpolationseigenschaft jeweils am rechten Intervallrand fithrt auf

bp+co=1, b +c=-2; (1)



darin sind die Werte fiir die Koeffizienten ag und a; bereits eingesetzt. Die Differenzier-
barkeit am Stiitzpunkt P; fithrt auf

bo + 200 = bl . (2)
Aus der Randbedingung s (0) = 2 ergibt sich jetzt zunéchst by = 2. Setzt man dies in die
erste Gleichung von (1) ein, erhdlt man ¢y = —1. Aus (2) ergibt sich dann b; = 0, aus
der zweiten Gleichung von (1) dann schliefllich ¢; = —2. Insgesamt lautet die Gleichung
des Splines
2r — 22, re[0,1);
S(:L') = 2
1 — 2(z—1)2, z€][L,2].

Aufgabe 5 (Anfangswertprobleme):

(Bearbeitungszeit ca. 12min.)

(a)

(b)

Ausgehend vom alten — d.h. bekannten — Naherungspunkt Py (zx|yx) geht man ein vorher
durch die Schrittweite h festgelegtes Stiick weit der Tangente an die Losungskurve durch
P, entlang und erhélt so den neuen Naherungspunkt Ppyq(Zxi1|yrs1) -

Das Euler’sche Polygonzugverfahren benétigt pro Iterationsschritt eine Funktionsauswer-
tung, das Heunverfahren zwei. Der Aufwand zur Berechnung einer Ndherungslosung auf
einem Intervall [xg, Z,nqe. (im wesentlichen die Anzahl der erforderlichen Funktionsauswer-
tungen) ist also vergleichbar, wenn man als Eulerschrittweite die halbe Heunschrittweite
wahlt: hEpZ . hHeun =1:2.

Fiir das Heunverfahren hat man mit f(z,y) = 2zy

™ = 0+h = h, r1 = 0+h,
{y* = 1+h-f(0,1) = 1; { i 1+%~(f(0,1)+f(h,1)) = 1+ h2.
Fiir das Euler’sche Polygonzugverfahren ergibt sich entsprechend
x1:0+%=%, ZEQZ%Jr%:h,
yo= 1+84.70,1) = 13 p o= 1+bp(h) =148

Damit hat man
Yerz(h) = 145 Vipuu(h) = 1452,

Taylorentwicklung der Losungsfunktion y(x) an der Stelle x = h ergibt
y(h) = e =1 + n? + R(h);

dabei ist R(h) > 0, denn alle Terme der Taylorentwicklung sind positiv. Es ist also
y(h) —Yirz(h) = B + RO, y(h) = Yirew() = R(R),

d.h. der Fehler des Euler-Polygonzugverfahrens ist um h?/2 groBer als der Fehler des
Heunverfahrens.



