FACHHOCHSCHULE FUR TECHNIK ESSLINGEN

Sommersemester 2005 — L('jsungen —
Fachbereiche:  Informationstechnik (IT) Studiengang: NT, SW, TI
Priifungsfach: Numerische Methoden Fachnummer: 4094
Hilfsmittel: Manuskript Zeit: 60 min

Aufgabe 1 (Newtonverfahren):

(Bearbeitungszeit ca. 15min.)

(a) Allgemein lautet die Iterationsvorschrift

Tht1 Ty 1 fi(@r, yr)
= —J ) :
( Yk+1 ) ( Uk ) (i, ) ( fo(xk, yr) > ’
darin ist J die Jacobimatrix der Funktion f.

(b) Jacobimatrix der Funktion f(x,vy) :

Jo.y) = (sin3(x) 2 ) ‘

Am Startwert (zo,vo) = (7,0) hat man
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Mit f(m,0) = (1,37 — 1) ergibt sich aus der allgemeinen Formel
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(c) Das Newtonverfahren scheitert im ersten Schritt, wenn die Jacobimatrix J(zg, yo) nicht
invertierbar ist, d.h. wenn gilt det(J(xq,yo)) = 0. Mit
det(J(zo,v0)) = —e¥ -sin(zg) — 6
lautet die gesuchte Bedingung

e¥ . sin(xg) = —6.

Aufgabe 2 (Integration):

(Bearbeitungszeit ca. 10min.)

(a) Fiir die Kepler’sche Fafiregel sind 3 Funktionsauswertungen (nédmlich f(—1), f(0) und
f(1)) erforderlich. Damit kann man fiir die Trapezregel h = 1 wéhlen und hat dann die
gleichen Funktionsauswertungen vorzunehmen.

(b) Das von der Kepler’schen Fafiregel gelieferte Interpolationspolynom ist eine zur y—Achse
symmetrische, nach unten gedffnete Parabel (rote Kurve in der folgenden Zeichnung).



Natiirlich weicht der Fldcheninhalt unter dieser Parabel stéirker vom gesuchten Fléchen-
inhalt ab als der bei der zusammengesetzten Trapezregel zu berechnende Flacheninhalt
unter dem blauen Polygonzug!
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(c) Jetzt wird die Simpsonformel besser sein: Denn diese beriicksichtigt die Kriimmung der
gegebenen Funktion, was bei der zusammengesetzten Trapezregel nicht der Fall ist.

Aufgabe 3 (Interpolation):

(Bearbeitungszeit ca. 10min.)

(a) Vorteile sind zum einen der geringere Rechenaufwand; zum anderen mufl man bei Hinzu-
nahme eines Stiitzpunktes nicht wieder von vorne losrechnen, sondern kann das Schema
um eine Zeile ergénzen, d.h. die ,alten* Ergebnisse weiter verwenden.

(b) Schema:
Tk, Yk fortgesetzte dividierte Differenzen
—1.5 | +4.0
T 60
/ '
05 | 2.0 T 450
T 0 T 2
[ . — [ )
+0.5 +2.0 —1.0
T a0 —
/ .
+1.5 +4.0

— px) =4 — 6-(x+1.5) + 5-(x+1.5)(z+0.5) — 2 (z+1.5)(z+0.5)(z—0.5).

Aufgabe 4 (Anfangswertprobleme):

(Bearbeitungszeit ca. 25min.)

(a) Erster Eulerschritt:

(\]



(b)

(c)

(d)

(e)

{%,EPZ = $0+% = %,
Y1.Epz = Z/0+%'f(0,1)=1+%-2=1+h;
Zweiter Eulerschritt:
T2 EPz = 331-!-% = h,
{y2,EPZ = y1+%~f(1:1,y1)=1+h+%-2(1+h):1+2h+h2.

Pradiktorschritt (= erster Eulerschritt aus Aufgabenteil (a)):

S

Yyt o= yo+%-f(0,1) = 142.2 = 1+h;

oS

Korrektorschritt:
{ Timpr = Zo+h = h,
vivpr = Yo+ h-fla*,y*) = 1+h-2(1+h) = 1+ 2h+ 2h%.

Es ist

e = 1+t+§+%+...
und damit (Substitution ¢ = 2h)

y(h) = e*" = 14+ 2h+2h? + R(h).
Weil fiir h > 0 alle Terme der Taylorreihe positiv sind, ist der Rest R(h) > 0. Mit den
Aufgabenteilen (a) und (b) ist

ly(h) — y2,epz| = h*+ R(h), ly(h) —yimpr| = R(h);
der Fehler, den man mit dem Euler-Polygonzug macht, ist also um den Summanden h?
grofer als der Fehler, den man mit der Mittelpunktsregel macht.

Grafische Darstellung: Y
I “Pr(x1)y1)
schwarz: Linienelemente des 1

Richtungsfeldes;

blau: Pradiktorschritt (,,halber
Eulerschritt®)

rot: Korrektorschritt

: —
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Ezxplizit, weil man aus der Naherung am ,alten Punkt P, ohne Iterationsschritte die
Néherung am Folgepunkt Pg.; berechnen kann (die Verfahrensvorschrift ist nach yx.q
aufgelost);

Finschrittverfahren, weil zur Berechnung der Néaherung Py, nur ein Schritt in die ,, Ver-
gangenheit® zuriickgegangen wird, d.h. weil nur Informationen des unmittelbaren Vor-
giangerpunktes P, verwendet werden.



