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Aufgabe 1 (Lineare Gleichungssysteme — 17 Punkte):

(a)

(b)

(d)

Die Matrix mufl symmetrisch und positiv (oder negativ) definit sein. Aus der Symmetrie
folgt

ags = 2,
und mit dem Kriterium von Sylvester ergibt sich weiter
Ai=4>0 (V)
Ay =28>0 (V)
A3 = 4(8ass — 2a93) — 2(2az3 — asz) —4 >0
Aus Az > 0 folgt mit asg = 2 schlieflich agz > 4/7.

Die Matrix muf} strikt diagonaldominant sein, d.h. es muf3 gelten

4>3 (V) AN 24 ay| <8 A 1+4]an| <8 A 3 <|assl|

Daraus folgt
|CL23| <6 A |(l33| > 3.

Mit den angegebenen Daten ist

D = %(4—2-(—1)—1-2) -1,
2P = %(2—2-1—(—2)-2) = %
2P = %(3—1-1—2-(—1)) — 1
d.h. es ist
) = (1%1)
Es ist
/4 0 0 0 2 1
M= -D'"(@L+U) =—[ 0 1/8 0 |- [2 0 2] =
0 0 1/4 1 2 0
0 1/2 1/4

= —|1/4 0 -1/4
1/4 1/2 0



(e) Die zur Maximumnorm konsistente Matrixnorm ist die Zeilensummennorm.

Damit lautet die a priori-Abschéitzung
M|

Hw(n)_m*Hoo < m”m(l)_aﬂowm =
B/4)" 3 _ 6_(3)"
1-3/4 2 4) -

2™ — 2*||o < 1073 ist sicher erfiillt, wenn gilt
6- (1) <102,

Auflésen nach n liefert mit den angegebenen Néherungen
3+ 1g(3) +1g(2)
21g(2) —1g(3)

(f) Die a priori-Abschétzung ist sehr konservativ — indem man nach den einzelnen Rechen-
schritten jeweils eine a posteriori-Abschitzung durchfithrt, die etwas schéarfer ist, kann
man die gewiinschte Genauigkeit des Ndherungswerts meist schon nach weniger Rechen-
schritten bestédtigen und die Rechnung beenden.

~ 38.
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Aufgabe 2 (Differentialgleichungssysteme — 9 Punkte):

(a) Die charakteristische Gleichung des Systems lautet

B B d4a— A\ b B
O—det(A—)\Eg)—det( b a—/\) =
= (d+a—N(a—N)+b =
= A — (44 2a)\+ a(4 + a) + b*;
damit erhélt man die Eigenwerte
24+a) 4 —0b%, falls |b] < 2;
/\172:(2‘}‘&):&\/4—()2:{( ) ‘|

(24 a)£jvb?—4, falls|b| > 2.

(b) Schwingungslosungen entstehen, wenn Im(\; 2) # 0 ist, also fur [b] > 2.

Die Schwingungen sind geddmpft, wenn zudem a + 2 < 0 ist, also fiir a < —2.

(c) Eine komplexe Fundamentallosung lautet nach Vorgabe

2(t) = e<—1+zj>t( V2 )

~1+j

Durch Real- und Imaginérteilbildung erhélt man zwei reelle Fundamentallésungen:

z(t) = e *(cos(2t) + jsin(2t)) ( V2 ) —

—1+4

_ ot ( V2 cos(2t) ) L et (COS\/ﬁsin(zt) ) ;

— cos(2t) — sin(2t) (2t) — sin(2t)

die allgemeine reelle Losung lautet damit (Cy, Cy € R)

o(t) = Cre™! (—co;/(ztc)os—@sgl(%)) + Coe™ (cosg)sgl(s?fl)(%)) '



Aufgabe 3 (Anfangswertprobleme — 12 Punkte):

(a) Das Verfahren ist ein explizites Runge-Kutta-Verfahren dritter Stufe, also kann es maxi-
mal die Ordnung 3 besitzen.

(b) Zunéchst ist
t, = to+h = 1+h.

Weiter berechnet man der Reihe nach
kl = f(t(wa) = f(17 _1) = 17

2
kg = f(to—i-%,wo*l—%) = f(1+%,—1+%) — 1_%’

2
ko = S 3o 20 = 1003 1B 0-))
3 2 4

_ _(1+2h)(_1+2h_2h) —1_4n + 2h3 +4h

4 5
wy; = w0+h(%+3k) =—1+h-— ’g+’f8+h7

(c) Die MPR ist von 2. Ordnung, also sind die Terme bis h? einschlieSlich sinnvoll.

Mit ¢t =tg+ h =1+ h folgt
y(t) = =1+t -1)+0(t-1)%) ==24+t+0((t—1)*).

Aufgabe 4 (Fourierreihen — 10 Punkte):

(a) f ist gerade und hat die Periode 7.
(b) c €RVEkEZ; |cp| ~ 1/k* (f ist stetig).

(c) Mit f(t) = msin(t) auf [0, 7] ist fur k& € Z mit w = 2

it
o= 4 [rea - [T
0

/ <ej(1 2k}t _ ,—j(1+2k) >dt
0

[ej(l 2k)t + ej(1+2k)t}7r
25 T jO 20l

‘SIH ‘G?IH

1 e](l 2k)m -1 e—j(1+2k’)7r_1 ™
——z[ T—2k 112 }
— _1<_ 2 _ 2 ) _ 2 ____ 2

2\ 1T -2k 1+2k 1 — 4k? 4k —1°

= (ej%“zl ej”:—1>
0 )

(d) Mit den Ergebnissen von Aufgabenteil (c) ist

ap = 2Re(ck) = _4k‘ 4_ 1 b, = —QIm(ck) =0, keNp.

Damit erhalt man
Tr(t) = 2 — %cos(Qt) - T45 cos(4t) .



Mit ,,Notnagel“:

ay = 2Re(c,) = 2+2/<;2’ b, = —2Im(cy) = —%’fk?, k € Ny

und

Th(t) = % + % cos(2t) — % sin(2t) + % cos(4t) — % sin(4t) .

Aufgabe 5 (Taylorpolynome — 1042 Punkte):

(a) Zunéchst berechnet man

flz) = (1=32)7'7%, f0) =1,
flle) = (1=32)77, fo) =1,
f(x) = 41 =3x)75, f1(0) = 4,
f(x) = 28(1—3x)710/3

Das Taylorpolynom lautet damit
p(z) = 1 4+ = + 227%;

fiir das Restglied von Lagrange erhélt man
" 3
Ry(z) = 7€) 3 = 14 x

T e

¢ zwischen 0 und .

(b) Esist
R
Genauigkeit: Es ist
1(§) —r(5) = Ra(p)

also
g L _ 14 LT 1 56[01]'
9 3-216@ mmiﬁ 6
Nun Abschétzung:

und damit
7 55 11 14v/2
31 S V2o < g0
Umformung der rechten Ungleichung liefert jetzt noch
3 14 11 3 11 81 _ 99
VI(i-gt) <8 = <y -=8
und damit letztlich

403 3 99
31 < V2 < 5
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