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Aufgabe 1
Federkonstante einer Schraubenfeder

Einfache harmonische Schwingungen eines Feder-Masse-
Systems ergeben sich fir ein lineares Kraftgesetz. Die
Proportionalitatskonstante ist die Federkonstante c.

Die Federkonstante c einer Schraubenfeder hangt von den
elastischen Eigenschaften des Materials und von der
Geometrie der Feder ab. In einen Handbuch fir Ingenieure
findet sich — als reines Potenzgesetz — die folgende
Beziehung fir die Federkonstante c einer Schraubenfeder:

Gd*
C= 3
8nD

dabei ist

d Drahtdurchmesser des Federmaterials

D Kerndurchmesser der Feder
n Anzahl der aktiven Windungen
G Schubmodul des Federmaterials

Fur eine aus Stahl gefertigte Feder gelten folgende Werte mit den zugehorigen
abgeschatzten maximalen Fehlern

d=200 mm Ad=+210"2 mm
D=30,00 mm AD =+110"* mm
n =150 An=+1

G=8110°Pa  AG=+210° Pa

Bestimmen Sie aus diesen Angaben
(a) die Federkonstante c der Feder, und

(b) den GroRtfehler (relativ und absolut) des Ergebnisses von Teilaufgabe (a). Nutzen Sie
die Tatsache, dass fir die Federkonstante ein reines Potenzgesetz vorliegt.

(c) Fassen Sie Federkonstante und GroRtfehler (relativ und absolut) zu einem
Endergebnis zusammen.

(d) Bestimmen Sie den mittleren absoluten Fehler und den Grof3tfehler nach dem
Verfahren von GAuss.

(e) Vergleichen Sie die Ergebnisse der beiden benutzen Verfahren aus den Teilaufgaben
(b) und (d) miteinander. [Hinweis: Der mittlere absolute Fehler nach GAuss sollte
kleiner sein als der Gro3tfehler.]
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Losung
(a) Die Federkonstante errechnet sich nach der angegebenen Beziehung zu
Gd* 8110°N 10 m*
c= 3 2 6 3
8nD m 8:150-27-10" " m

(b) Fur eine physikalische Grél3e, die einem reinen Potenzgesetz folgt, liefert das
Fehlerfortpflanzungsgesetz fiur den relativen Grof3tfehler sofort

-250 Nm™

Ac_|AG| ,Iad| . |AD| |An|
c |e| fdl""Ip||n]
-2 -1

_ 24420907 3 10 1 0025+0080+0010+0007

+3- +
81 1,00 30,00 150
=01222122 %

Mit dem Ergebnis der Teilaufgabe (a)

c=250 Nm~Lund A€ —0122
C

ergibt sich der absolute Grof3tfehler zu
Ac=0]122-250 Nm™*=0,31Nm™

(c) Damit stellt sich das Endergebnis dar als
c=(25+03)Nm™ oderals c¢=250Nm"(1+10 %)

(d) Da ein reines Potenzgesetz vorliegt, ist dies der ‘schnellste’ Weg zum Ergebnis. Der
Weg uber den mittleren absoluten Fehler nach GAauss mul3 aber das gleiche Ergebnis
zeigen. Dieser ‘Umweg’ bei reinen Potenzgesetzen sei im Folgenden demonstriert.

Zunachst werden samtlche Langenangaben einheitlich auf ‘m’ umgerechnet.
d=1,0-103m Ad=+2010"m
_Gd* D=3010"°m AD=+10-10"*m
8nD3 n=150 An=%1
G=8110°Nm™* AG=+210°Nm™

Zur Berechnung des mittleren absoluten Fehler nach Gauss braucht man die partiellen
Ableitungen und die bereits bekannten Abweichungen; also

c

4
L pc=—9" e
oG 8nD?
-12 4
__107m - 3-2-10‘3%:6,17-10—ZE
8-150-27-107°m m m
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3
o, 4 G4d
od gnD3

9 -2 -9 .3

_8110°Nm °-4 to _u 2.10"5m=2,00-10"*N
8-150-27-10 %m m
4
X pn 289Dy,
on 8.D3.n2

~ -8110°Nm2.10*?m*

Ad

1--1.67-102N

8.27-10 5m®.1502 m
4
0 Ap 89 (B \p
oD 8.n.D4

—a1.1n9 -2 1012, ,4.
_ 81.10°Nm 108 4m 3.l0.10_4m:2150.10_2ﬂ
8-150-81-10 " m m

Damit wird der mittlere absolute Fehler nach Gauss:

2 2 2 2
Ae=| Cac| + Lad| + Lan| +| LA
oG ad on oD
—/(38,1+400,0+2,8+6,25)10 *N2m 2
_ Jaa71102N 2 210 1N
m m

Der Grol3tfehler nach Gauss ergibt sich zu

AC a1 S AG 2 Ad 1 |An+| % |AD
oG lad| " |on D
2N GN
ACpa =(617+20,00+167+250)10 2~ =3,110 1" > AT
max m m

(e) Der GroRtfehler nach GAUSS Ac,,ax Stimmt mit dem Ergebnis Ac nach der
Potenzgesetzregel Gberein. Aber der Weg dazu ist sehr viel aufwendiger.

Hinweis: Beim Auftreten von Differenzen oder Summen kommt man aber um dem
mihsamen Weg der partiellen Differentiale nicht herum.

Der Grol3tfehler ist grof3er als der mittlere absolute Fehler nach GAuss.

ACmax :3,1'10_1% >AC = 2,2-10_1%
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Aufgabe 2
HoppPLERsches Kugelfall-Viskosimeter (Statistik und Fehlerabschatzung)

Die dynamische Viskositat von Flussigkeiten kann mit dem HOpPPLERSchen Kugelfall-
Viskosimeter bestimmt werden. Das Mel3system besteht aus einem schraggestellten
Fallrohr, das mit der durchsichtigen Messflissigkeit gefullt ist. Im Fallrohr sinkt eine Kugel
mit konstanter Geschwindigkeit nach unten. Messgrof3e ist die Laufzeit der Kugel zwischen
den beiden ins Rohr eingravierten Ringmarken.

Die Viskositat bestimmt sich gemali
n=K-(px —pp)-t

Dabei ist
K Apparatekonstante
pk Dichte der Kugel

pg Dichte der Flussigkeit

t Fallzeit der Kugel zwischen den beiden Ringmarken
Die Geratekontante K soll durch eine Kalibrier-Messung mit der Substanz Glycerin bei
9 =20 °C bestimmt werden. Fiir Glycerin ist

e die Dichte p(20 °C)=1261gcm° (als fehlerfrei anzunehmen)

e die dynamische Viskositat n(20 °C) =1480 mPa-s; mit An=+10mPa-s (geschatzt
aus Temperaturfehler)

In einem Vorversuch wird fir die im Versuch verwendete Ni-Eisen Kugel die Masse zu

myg =15123 g und der Durchmesser zu D =15,260 mm bestimmt.

(a) Bestimmen Sie die Dichte der Kugel. Diese soll fur die weiteren Betrachtungen
vereinfachend als fehlerfrei angenommen werden.

Danach werden in insgesamt 10 Einzelversuchen die Laufzeiten der Kugel zwischen den
Ringmarken gemessen. Die Ergebnisse sind

— 6:31 | 6:37 | 6:38 | 6:40 | 6:42 | 6:34 | 6:37 | 6:39 | 6:43 | 6:39

Nutzen Sie zur Auswertung der Versuchsergebnisse die Statistik-Funktionen lhres
Taschenrechners.

(b) Bestimmen Sie die Apparatekonstante K . Geben Sie die Apparatekonstante in
Grundeinheiten des SI-System an.

(c) Bestimmen Sie den relativen und den absoluten Grofitfehler der Apparatekonstante K .
(d) Geben Sie das Endergebnis mit Fehlergrenzen an.

Physikalisches Praktikum -5- Musteraufgaben zur Fehlerrechnung
© Gunther Kurz Stand 28 Mrz 2017, Hanno Kan



Losung
(a) fur die Dichte der homogenen Ni-Eisen-Kugel erhalt man
_Am mge o mg 15123 ¢

=== 5= —— =8128gcm°
AV V¢ (4/13)zR® (4/3)n(7,63-10 1cm)

Pk

Erinnerung: Der Radius einer Kugel ist R :%

das Volumen einer Kugel ist Vg = %nR3

(b) Man rechnet die Fallzeiten zweckmaldigerweise auf Sekundenangaben um

tgi 391 | 397 | 398 | 400 | 402 | 394 | 397 | 399 | 403 | 399

Man berechnet aus den zehn Messwerten t; der Laufzeiten den Mittelwert t und die
Standardabweichung s,,_; .

Das Statistikprogramm lhres Taschenrechners liefert dafir
_ t;
e den arithmetischer Mittelwert: t = % =398,0s
e die Standardabweichung: S_1(t))=356s
der mittlere Fehler des Mittelwerts ergibt sich aus der Standardabweichung zu
Sp-1(tj) 3,56s

Jn o J10

At =

=1,13s

Aus der Beziehung fur die dynamische Viskositét
n=K-(pk —pp)-t
folgt fur die Apparatekonstante
_ n

(Pk —Pr)-t
aus den Versuchsergebnissen erhalt man
.
(Pk —pr1)-t
~ 1480 mPa-s _1480-10%*kgms *mZ.s
(8,128 -1.261)gcm3-398,0s  6,867-10 3 kg-10 5 m3.398,0s
=0,5415-10"° m?s72

Zur Erinnerung bei der Umrechnung der Einheiten: 1Pa = INm=2 = 1(kgms‘2) m 2
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(c) Die Beziehung fir die Apparatekonstante

| B
(Pk —ps)-t

enthalt im Nenner die Differenz der Dichten von Kugel und Flissigkeit. Berticksichtigte
man Fehler in den Dichtebestimmungen, dann bliebe fiur die Fehlerrechnung nur der
muhsame Weg uber den mittleren Fehler nach GAauss — mit seinen partiellen Ableitungen —
und die anschlie3ende Berechnung des relativen Fehlers.

Werden vereinfachend die Dichten von Kugel und Flussigkeit als fehlerfrei angenommen,
dann hat man fur die Apparatekonstante ein reines Potenzgesetz und man bestimmt in der
Fehlerrechnung zweckmalRigerweise zuerst den relativen Grol3tfehler des Ergebnisses und
daraus dann den absoluten Grof3tfehler.

An

ARy
K n

Berechnung der relativen Fehler der einzelnen Messgrof3en
e relativer Grof3tfehler der dynamischen Viskositat
An  10mPa-s
? - 1480 mPa-s
o relativer GroR3tfehler der Kugellaufzeiten
Der relative Grol3tfehler des Mittelwerts wird
At 1,13s

t 3980s

Zusammengefasst wird damit der Betrag des relativen Grof3tfehlers
An

o

= +(6,76 + 2,83)-10 3
=+959.1073

nach oben gerundet also

AK

A
{

+

~-6,76-10"°

-2,83.1073

A
t

+

—+10-10"2 oder 1,0 %

der absolute GréR3tfehler ergibt sich daraus zu

AK

AK = J_r? 'K =49,59.1072.0,542-10 % m?s72

=+0,0052-107% m?s~2
nach oben gerundet also

AK =+0,005-10"° m? s~2 (angepasst auf die drei gliltigen Ziffern von K)
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(d) Schlussergebnis:
Die Kalibrierung mit der Ni-Eisen-Kugel ergibt fur die Apparatekonstante

K =(0,542+0,005)-10° m?s72
K =0542-10"° m?s72 (1+1,0 %)
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Aufgabe 3
Oberflachenspannung von Glycerin — Kapillaritat

1 Benetzende Flussigkeiten steigen in engen Rohren — gegen die

Gravitationskraft — nach oben. Verantwortlich fur diese
Kapillarwirkung ist die Oberflachenspannung o . Experimentell
kann die Oberflachenspannung aus der kapillaren Steighdhe;
dem Radius der Kapillare, der Dichte der Flussigkeit und der
Fallbeschleunigung bestimmt werden. Es gilt die Beziehung

1
— ~Dh
o= Dhpg

ANNNANANNNN NNNNNNNNNNRNNNNNNNNNNNYN |

B U AARAN NN NANNNANNANNN SNUNANNRANNN

Es wurden fur Glycerin bei Raumtemperatur folgende Daten
gemessen und ihre jeweiligen Fehler abgeschéatzt.

Steighthe h =715 mm +0,5mm
Durchmesser D =0,300 mm +0,002 mm
Aus Tabellenwerken wurde entnommen

Dichte p=1260gcm=  +0,005gcm™3
(geschéatzt aus Temperaturfehler)

Fallbeschleunigung g =981ms2 (fehlerfrei angenommen)

(a) Berechnen Sie aus diesen Messergebnissen die Oberflachenspannung ¢ von
Glycerin. Geben Sie Ihr Ergebnis in den SI-Einheiten 'Nm~" an.

(b) Berechnen Sie aus den abgeschéatzten Fehlern den relativen und den absoluten
Groltfehler des Ergebnisses aus Teilaufgabe (a).

(c) Fassen Sie die Resultate aus (a) und (b) zu zwei Endergebnissen mit relativer und
absoluter Gréf3tfehlerangabe zusammen.

(d) Gehen Sie den muhsamer Weg der Fehlerfortpflanzung nach Gauss.
(d1) Berechnen Sie den mittleren Fehler nach GAuss.

(d2) Berechnen Sie den absoluten Grof3tfehler nach GAuss.
Zeigen Sie, dass der mittlere Fehler kleiner ist als der GroRtfehler.
Zeigen Sie, dass das Ergebnis mit dem aus Teilaufgabe (b) Ubereinstimmt.

Lernziel und Fazit:

Bei einem reinen Potenzgesetz ist der Rechenweg tber den relativen GroRtfehler zum

absoluten Grofitfehler des Ergebnisses der 'Kénigsweg' und fiir Labormessungen meist
vollig ausreichend.
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Losung
Die Beziehung fur die Oberflachenspannung lautet

D
c=—h
2 [8]¢)
(a) Zweckmaligerweise rechnet man zuerst samtliche Einzelmesswerte und ihre jeweils
geschéatzten Fehler auf SI-Basiseinheiten um.
Steighohe h=715mm=715-1002m Ah=05mm=0,5-10"m
Durchmesser D =0,300 mm Radius AD = 0,002 mm =2,0-10° m

Dichte p =1260 gcm‘3 =1,260 103 kg m=3
Ap =0,005 gcm™ =5,0 kgm 3
Damit erhalt man fur die Oberflachenspannung
G:%thg =%-o,3oo-1o—3 m-71,5-103 m-1,260-10° kgm~2-9,81ms~2
=66,3-10"> kgms 2> -m1=66,3-10"3 Nm™?

(b) Die auszuwertende Beziehung fir die Oberflachenspannung ist ein reines
Potenzgesetz; deshalb kann der relative Grol3tfehler einfach angegeben werden. Bei der
Bestimmung der Zahlenwerte ist es nur wichtig, dass in Zahler und Nenner die gleichen
Einheiten stehen; eine Umrechnung in Sl-Basiseinheiten ist bei dieser Vorgehensweis
entbehrlich. Fur den relativen Gro3tfehler gilt damit

|A<5|:i_AD|+ [, [an], |ag]]

ol A el el e |
:+_0002mm| [05mm| lo005gem™| | o |
"1/0,300 mm| |715mm ‘126090m 3" |9,81ms2|

=+ 2 + 5 + > +0_

1300 715 1260 |

- +[6,67+699+397]-10™° =+17,63-1073

=118 %

Nach oben gerundet ergibt dies Ao
()

Der absolute Groftfehler wird damit

29 6=40,018-66,3-10 3 Nm1=1,2.10"3 Nm™?

ACax = ‘

(c) Das Endergebnis der Messung lasst sich damit angeben als
o0=(66+1)-10°Nm™ oder o=(66-10°Nm™')(1+2%)
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(d) Der miihsame Weg der Fehlerbestimmung nach Gauss: Fur die Oberflachenspannung

1
= =Dh
o= Dhpg

Nach GAuss ergibt sich aus den fehlerbehafteten Gré3en der mittlere Fehler zu

_ 0o 2 2 0o 2 2 0o 2 2
fGauss _\/(8_Dj (AD) +[6_hj (Ah) +(%j (Ap)

Es sind die partiellen Ableitungen zu bilden und die Messwerte einzusetzen
oo 1

~— ==h
oo a9
=%.71,5-1o—3 m-1,256-10% kgm™>-9,81ms ™2 = 220,3 kgm 1s~?
oo 1
=~ _-=D
oh 4 "9
=%-0,300.10‘3 m-1,256-10% kgm~3-9,81ms~? = 0,924 kgm 1s~?
a_G :thg
op 4

=%.o,300~10‘3 m-71,5-107°m-9,81ms 2 =52,61.10"® m3s~2

Zusammen mit den abgeschéatzten Fehlern ergibt sich fur die Terme unter dem
Wurzelzeichen

S—S«AD) =220,3kgm's72.2,0.107° m=0,4406-10"° kgs~?

0o
oh
0o
o

-(Ah)=0,924 kgm1s72.0,50-10"> m =0,4620-10 "3 kgs 2

-(Ap)=52,61-10"° m3s72.5,0kgm > = 0,2631-10 3 kgs 2

Nach quadrieren ergibt sich

2
S—SJ -(AD)? =0,1940-10% kg?s™*

2
95 ) (A2 =0,2134-10 ® kg 254
oh

2
Z—"J -(Ap)? =0,0692-10 ¢ kg?s~*
p
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Die Summe der drei Terme unter der Wurzel wird

oo 2 oo 2 oo 2

— | (AD)? +| =2 | (Ah)? +] = | (Ap)?> =0,4766-107° kg?s™*.(m? -m~?

(ao) (AD) [8h] (Ah) (Opj (Ap) g ( )

und schlieBlich der mittlere Fehler nach GAuss — Wurzel aus der Summe der Quadrate
foauss =105-10 2 kgs™2 -(m-m™1)=0,6903-10° Nm ™ <,

Der Grof3tfehler nach Gauss wird (Summe der Wurzel aus den einzelnen Termen)

0c 0c 0c
fmax :‘(a_D](AD)‘+‘£8_hJ(Ah) [a_pJ(Ap)

= (0,4406 +0,4620 +0,2631) - 103 kgs 2 -(m-m 1)
=1,167-10"3 Nm™

+

Aus dem GroRtfehler bestimmt sich der relative Grof3tfehler zu
i|fmax|: 1,17-103 Nm™
| o | 66310 Nm™

=0,0176 =+2,6 %

freI =

Diese Ergebnisse stimmen mit der schnellen Rechnung Uber den relativen Grof3tfehler bei
reinen Potenzgesetzen Uberein.
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Aufgabe 4

Fehlerrechnung bei Beziehungen mit Differenzen — Beispiel zu Versuch V 07:
Bestimmung des Isentropenexponeten von Luft nach CLEMENT-DESORMES.

Der Bestimmung des Isentropenexponeten k von Luft nach CLEMENT-DESORMES liegt ein
Kreisprozess zugrunde, der durch die folgenden drei speziellen Zustandsanderungen
beschrieben wird.

e Isotherme Kompression (bei Raumtemperatur)
e Entspannung in einem adiabaten System (vollstdndige Warmeisolierung)
e Isochore Aufwarmung (auf Raumtemperatur)

Differenzdrucke werden — in einer friilheren Version des Versuchs — tber ein U-Rohr-
Manometer, das mit Wasser gefillt ist bestimmt. Mit einigen Naherungen (tiber
Volumverhaltnisse) erhalt man ein einfaches Ergebnis fir die Bestimmung des
Isentropenexponenten (vgl. die Versuchsanleitung V 07).

hy
hy —h,

K=

In einem Einzelversuch wurden die Drucke h; =100 mm WS und h, =25 mm WS

gemessen. Die Ablesegenauigkeit der Menisken im U-Rohr wurde geschétzt zu

Dabei steht 'WS' fur Wasserséule
Bestimmen sie aus den obigen Angaben fir diesen Einzelversuch
(a) den Isentropenexponenten k von Luft,
(b) den mittleren absoluten Fehler nach GAuss,
(c) den absoluten und relativen Grol3tfehler.
(d) Geben Sie das Endergebnis mit Fehlergrenzen an.
(e) Vergleichen Sie mit dem theoretisch erwarteten Wert.
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Losung
(a) Berechnung des Isentropenexponenten

o hp  100mm
hy—h, (100 -25)mm

(b) Fehlerrechnung

es liegt kein reines Potenzgesetz vor, das die Bestimmung des relativen Fehler einfach
gestattet. Zunachst muss nach GAuss der mittlere absolute Fehler bestimmt werden;
anschlieRend kann mit dem Ergebnis der Teilaufgabe (a) der relative Fehler angegeben
werden.

PV 2, 0K 2
AK—i\/(ahl) (Ahy) +(8h2) (Ahy)

Dabei sind in der GAussschen Beziehung die beiden Standardabweichungen sy, und sy,
jeweils durch einen abgeschatzten Fehler Ah; und Ah, ersetzt worden.
Nach Gauss ergibt sich der Grof3tfehler Ak, -ZU
du(x) dv(x)
v(X)- —u(x) - ———=
d {u(x)}: 0O U9

Erinnerung an die Quotientenregel —
vZ(x)

dx

Die partiellen Ableitungen ergeben
oK _(hl_hZ)'l_hl_ —h2
oy (h-hy)®  (hy—hy)?

GK _(hl—hz)'o—hl'(—l)_ hl
oh, (hy—hy)? (hy —hy)?
Damit
OK Ay =2 - Ahy = 25 T .1mm = -0,44-102
ohy (hy—hy) (75 mm)
oK Ah :LAh :M-lmmzlj&lo‘z

oh, % (hy-hy)? 7 (75 mm)?

Damit wird der mittlere absolute Fehler nach GAauss

Ak = [-0,44-1072]2 +[1,78-1072]% =+/0,20-104 +316-104 =+/336-107

=183.1072
-2
und der relative Fehler 2% - $83-10 7 _ 137-1072
K 134
(c) der absolute Grolitfehler ergibt sich zu
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1okl a2
AKmax —i{|ahl|Ahl+|8h2 |Ah2

Man nimmt die Absolutbetrdge und fugt das Doppelvorzeichen plus/minus ein.
Aoy = iq— 0,44.10‘2‘ +‘l78 -10‘2‘)= (0,44 1072 +178 .10‘2)
=222.1072
Der relative Grof3tfehler wird damit

Amax _ 2,22-107

-166-1072
K 134

Das Endergebnis wird unter Beriicksichtigung des Groéftfehlers:

K = (134 +0,03)
K =134 (1 2 %)

Die Theorie erwartet fur ein zweiatomiges Gas bei Raumtemperatur — Vorraussetzung
eines starren Hantelmodells — einen Isentropenexponenten

k=140

Der theoretische Wert liegt also aulRerhalb der Fehlergrenzen des experimentellen
Ergebnisses.

Anmerkung:
Der mittlere absolute Fehler nach Gauss Ax =183-1072
ist kleiner als
der absolute GroRtfehler Ak oy = 2,22-1072
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