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Anleitung zum Praktikumsversuch
Die Fallbeschleunigung

Untersuchung des freien Falls einer Kugel mit Luftwiderstand

Zusammenfassung

Aus dem freien Fall einer Kugel wird die Fallbeschleunigung ermittelt. Da der Versuch in
Luft durchgeflihrt wird, wirken neben der Schwerkraft auch noch Auftrieb und Luftwider-
stand. Zur genaueren Ermittlung von g werden diese Effekte berlicksichtigt.

Wichtige Begriffe

Fallbeschleunigung, Auftriebskraft, Luftwiderstand, c,-Wert
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1 Grundlagen

1.1 Krafte am frei fallenden Korper

Auf einen in Luft frei fallenden Koérper wirken drei verschiedene Kréfte,

die Schwerkraft Fo=mg

die Auftriebskraft  F, =0, gV und

der Luftwiderstand Fy = ECW A p, v’ (turbulente Umstrémung).

Hier bedeuten m die Masse, V das Volumen, v die Geschwindigkeit, ¢, den Luftwider-
standsbeiwert, A die Anstromflache des Kdrpers und g die Dichte von Luft.

Die momentane Fallbeschleunigung a folgt nach NEWTON aus der Summe der an-
greifenden Krafte entsprechend:

=FG_FA_FW =g_&g_chva2
m Py 2m

Fur eine Kugel mit Radius r betragt der Anstrémquerschnitt A = /2 und das Volumen

(1) a

41t/ 3. Dies in (1) eingesetzt ergibt

@ a=g-Lry-c 2Py
Pk 87 Py
Hinweis: Fiele die Kugel in Vakuum aus der Ruhelage, dann reduzierte sich (2) zu
a(t) = g = const (Fallbeschleunigung)
v(t)=glt (Fallgeschwindigkeit zur Zeit #)
h(ty=1g [3° (Fallhéhe aus der Anfangsposition h=0)

1.2 Auftriebskorrektur

Der Einfluss des Auftriebs kommt in dem konstanten, von der Fallhéhe unabhangigen
Korrekturfaktor (1 — g/p,) in der Gleichung (2) zum Ausdruck, der nur vom Verhéltnis
der Dichten von Luft und der Kugel abhangt. Fir Aluminiumkugeln in Luft erh&lt man

eine Korrektur von lediglich etwa 0,05%. In der folgenden Betrachtung wird der Auftrieb
daher vernachlassigt. Erst in Auswertung 4.2 e) wird sein Einfluss bertcksichtigt.
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1.3 Einfluss des Luftwiderstands

Bereits nach einer Fallhbhe von einigen Zentimetern hat sich eine Strémung mit
praktisch konstantem ¢, - Wert eingestellt, so dass fir die Fallbeschleunigung nach (2)
in guter Naherung gilt

3
CW pL

81 P

(3) a=g-bv> mit

Hier und im Folgenden ist g die (eventuell auftriebskorrigierte) Schwerebeschleunigung
am Ort der Messung. Die Parameter des Luftwiderstandes sind in der Konstanten b

enthalten, das sind cy-Wert, das Dichteverhaltnis g /g, und der Kugelradius r.

1.4 Ermittlung der zeitabhangigen Fallhohe mit Luftwiderstand

1.4.1 Geschwindigkeits-Zeit Funktion v(t) mit Luftwiderstand

Wegen des Zusammenhangs a = dv/dt ist die Gl. (3) eine Differentialgleichung fur v(1):
) v=g-by’

Die Lésung v(1) dieser Differentialgleichung lautet flir die Anfangsbedingung vy = 0:

(5) ()= \/% tanh(y/g b 1)

(L6sungsweg: Trennung der Variablen)

Hinweis: Stinde im Versuch eine
ausreichend groBe Fallhéhe flr die
Kugel zur Verfligung, so kénnte der 30 + /
gesamte, in Abb. 1 gezeigte Verlauf Keine Beschleunigung
der Funktion w(#) verfolgt werden. E 20 A
Demnach stellt sich nach genlgend >
langer Fallzeit eine konstante Fallge- 10 - Konstante
schwindigkeit ein (V(t — <) = 38 m/s f— Beschleunigung
= 140 km/h). Die resultierende Kraft 0 — T T T T T T

_ 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Fres = Fa + Fa + Fw und somit auch t/s
_die Beschle.unigung a auf die Kugel Abb. 1: Geschwindigkeits-Zeit Diagramm
ist dann gleich Null geworden. bei groBer Fallhbhe bzw. langer Fallzeit
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1.4.2 Hohen-Zeit Funktion h(f) mit Luftwiderstand

Integriert man die Geschwindigkeits-Zeit Funktion v(f) ein weiteres Mal, so erhalt man
die Weg-Zeit Funktion h(1).

t

Ids —J.V(T) dr

7 h(t) = j \f tanh(,/g b T) dT

bzw.

8) .h(t)=b"'In[cosh(\/Jg b 1)]

1.4.3 Abhéangigkeit der Fallzeit von der Héhe #(h) mit Luftwiderstand

Gleichung (8) gibt die Abhangigkeit der Fallhéhe h(f) von der Fallzeit t an. Der benutz-
ten Messmethode besser angepasst ist jedoch die Umkehrfunktion t(h), denn es wird
die Fallhdhe h eingestellt und die Fallzeit t mehrmals gemessen. Gleichung (8) nach t

aufgeldst ergibt

1
Vb

9) 1(h)= arcosh(e"”)

1.5 Exakte Berechnung der mittleren Fallbeschleunigung

Aus den Messwerten fir die Fallhéhe h und die Fallzeit t kann die mittlere Fall-
beschleunigung an berechnet werden:

(10) a, =2 h/t>

Theoretisch ergibt sich die Abhangigkeit der mittleren Beschleunigung a, von der
Fallhéhe haus (9) und (10)

_ 2ghb
(1 1 ) am (h) - hb~12
[arcosh(e™” )]
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1.6 Naherungslésung fiir a,, mittels Reihenentwicklung

Die Gleichung (11) ist unhandlich und fiir den Vergleich von Theorie und Experiment
wenig geeignet. Die Reihenentwicklung der Funktion am(h) in Gl. (11) um den Wert
h = 0 liefert:

1 1 4 19
12) a,(h)=g-—gbh+—gb’h® ——gb’ K> ————gb* h' +.........
(12) a, (=g =38bh*iss 945 % 14175 °
1.6.1 Lineare Naherung der Abhangigkeit der Fallbeschleunigung von der Fall-

hohe mit Luftwiderstand

Die erste Naherung berlcksichtigt nur die lineare Abhangigkeit der mittleren Fall-

beschleunigung an von der Fallhéhe h, also
1
(13) am(h)zg—ggbh

wobei nochmals betont sei, dass g die (eventuell auftriebskorrigierte) Schwerebe-
schleunigung am Ort der Messung ist. Die exakte Funktion [Gl. (11)] und die
Naherungsfunktion [Gl. (13)] sind fur groBe Fallhéhen in Abb. 2 dargestellt.

Man sieht, dass sich die beiden Funktionen fir kleine Fallhéhen kaum unterscheiden.
Im Aufgabenteil werden Sie spater zeigen, dass die relativen Fehler zwischen den
exakten Werten nach Gl. (11) und den Naherungswerten nach Gl. (13) bei Fallhéhen
h <2 m kleiner als 1% sind.

Die Messwerte im apn(h)-Diagramm dirfen also durch eine Ausgleichsgerade

angenahert werden:
(14) a,(h)=a,+ah

Der Schnittpunkt dieser Geraden an(h) mit der an-Achse (h = 0) liefert die gesuch-
te Fallbeschleunigung am Messort, also g = a.

Aus der Steigung a; = — g /3 erhilt man schlieBlich den c,-Wert der Kugel.
10 -

2ghb

am(h) = [arcosh(e?)]?

/

Aus (13), (14) und (3) ergeben sich 8 -
die gesuchten GréBen:
8 oy,

(15) g =a, und ¢, 6 =—
8 P,

1

an, / (m/s?)
EN
w

Abb. 2 Mittlere Beschleunigung 2 -
am als Funktion der Fallhéhe h.

O T T T T T 1
0 50 100 150 200 250 300
h/m
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2 Messaufbau

Die elektrisch leitende Kugel wird in der Einspannvorrichtung zwischen zwei Kontakten
unter Federdruck so gehalten, dass der Eingang A des elektrischen Zahlgerats
kurzgeschlossen ist. Durch Dricken der Taste T zieht der Magnet die linke Halterung
weg, die Kugel wird mechanisch freigesetzt, und gleichzeitig triggert die Spannung Uk
den Zahler. Nach dem Durchfallen der H6he h unterbricht die Kugel den Lichtvorhang.
Dadurch wird ein Impuls ausgel6st, der den Zahler stoppt. Das Gerat zeigt die Fallzeit t
an. Die Fallhéhe kann am MaBband abgelesen bzw. eingestellt werden.

Vor Versuchsbeginn muss die korrekte Eichung des Abstandes sichergestellt werden
(zunachst durch Nachfrage beim Betreuer!). Die Kalibration der Hbhenmessung und
damit des Abstandes, bei dem die Lichtschranke anspricht, wird gegebenenfalls vom
Betreuer durch ein Maf3 von 20 cm bzw. 50 cm Léange vorgenommen.

Bitte beachten!

- Da die Kugel (aufgrund der Herstellung) nicht ideal rund ist und eher der Form eines
Ellipsoids entspricht, sollte man zur Verminderung der Streuung der Messwerte die
Kugel immer gleich einspannen, so dass z.B. ein markierter Punkt immer oben ist.

- Vor Auslésen des freien Falls missen alle Leuchten am Zahlgerat, d.h. am trigger
und am gate, aus sein! Reset drlicken!

3 Aufgaben

Bitte Messprotokoll mit Werte-Tabellen, Einheiten und Abschétzungen der
Messunsicherheit fiir alle MessgréBen anfertigen und am Ende des Labors
abzeichnen lassen (Vortestat).

3.1  Ermittlung der mittleren Fallbeschleunigung a,, bei Fall aus 1 m
Hohe

Messen Sie 20 mal die Fallzeit aus der Fallhéhe h =1 m und schatzen Sie den Fehler

+Ah der Hbhenmessung ab.

3.2 Bestimmung der Schwerebeschleunigung g und des cy-Werts
der Kugel

Wiederholen Sie jeweils 10 mal die Messung der Fallzeit aus vier weiteren,
unterschiedlichen Fallhéhen, z.B.: 125, 150, 175, 190 cm.
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4 Auswertung

Fiur jede MessgroBe und jedes Ergebnis muss eine Messunsicherheit berechnet
und als absoluter und relativer Fehler angegeben werden.

4.1 Ermittlung einer mittleren Fallbeschleunigung a,, beim Fall aus
1 m Héhe

Es sind zu berechnen

+ Der arithmetische Mittelwert ¢ der Fallzeiten t.

« Die Standardabweichung s,.

* Der mittlere absolute Fehler At und der mittlere relative Fehler At/ .
+ Die mittlere Fallbeschleunigung a_=2 h/ tm2.

+ Der absolute Fehler Aa_ und der relative Fehler Aa_/ a_ der mittleren Fallbe-
schleunigung a_ nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz oder Gber die Gleichung
fur den GréBtfehler.

Geben Sie das Ergebnis in der Form a_ + Aa_ an.

4.2 Bestimmung der Schwerebeschleunigung g und des cy-Werts
der Kugel

a.) Berechnung der mittleren Beschleunigungen a, und der absoluten Fehler Aan,
fur samtliche Fallhéhen

Wiederholen Sie die Schritte zur Berechnung der mittleren Beschleunigung flr
samtliche Fallhéhen.

* Der arithmetische Mittelwert ¢ der Fallzeiten t.
+ Die Standardabweichung s, .

* Der mittlere absolute Fehler At und der mittlere relative Fehler At/ t .

+ Die mittlere Fallbeschleunigung a =2 h/ tmz.

 Der absolute Fehler Aa_ und der relative Fehler Aa_/ a_ der mittleren Fallbe-
schleunigung a_ nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz oder Gber die Gleichung
fur den GréBtfehler.
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b.) Grafische Darstellung und Ermittlung von Steigung und Achsenabschnitt

Erstellen Sie mit dem MAPLE-Programm LINREG ein Diagramm der mittleren
Beschleunigung an (mit Angabe der absoluten Fehler Aan) gegen die Fallhéhe h.

Ermitteln Sie die Steigung ai der Ausgleichsgeraden der Messpunkte sowie den y-
Achsenabschnitt ap.

Das Programm LINREG erlaubt es, die absoluten Fehler Aa, einzugeben, um die
einzelnen Messwerte bei der linearen Regression entsprechend ihrer Unsicherheit zu
gewichten (Dadurch erzielt man einen "besseren" Fit). Wahlweise stellt LINREG auch die
Option zur Verflgung, die unterschiedlichen Fehlerbalken (Aan's) einzuzeichnen, um
die Gewichtung auch optisch sichtbar zu machen. Nutzt man diese Option nicht, so sind
in jedem Fall die Fehlerbalken von Hand im Diagramm nachtraglich einzuzeichnen.

EXCEL kann hier nicht ohne weiteres verwendet werden, da es die Berlcksichtigung
der absoluten Fehler Aay, nicht von vorneherein vorsieht. Als Alternative zu LINREG steht
allerdings eine EXCEL-Datei mit entsprechend hinterlegten Formeln zur Verfligung.

c.) Ermittlung der Schwerebeschleunigung g

Berechnen Sie aus dem Wert g die GrdéBe g und geben Sie sie in der Form g £ Ag an.
Die Fehlerabschatzung fir Ag lasst sich aus den Ergebnissen der linearen Regression
ablesen.

Vergleichen Sie das Ergebnis mit dem Literaturwert. Bewerten Sie das Ergebnis und
diskutieren Sie mdgliche systematische Fehler der g-Messung (z.B. Kalibration des
MaBstabs, Kalibration der Zeitmessung etc.).

d.) Ermittlung des cw-Werts

Berechnen Sie aus den Werten a; nach Gl. (15) die Gr6Be ¢, und geben sie in der
Form ¢, = A ¢, an. Die Fehlerabschatzung fir A ¢, lasst sich aus den Ergebnissen der
linearen Regression herleiten.

Verwenden Sie folgende Werte fiir die Dichten:
p, = 2,73-10° kg/m® P, (8 =20°C) = 1,20 kg/m®

Die Dichten sollen als konstant angenommen werden. Vergleichen Sie das Ergebnis mit
dem Literaturwert. Bewerten Sie das Ergebnis und diskutieren Sie mdgliche Fehler.
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e.) Auftriebskorrektur der Schwerebeschleunigung g

Korrigieren Sie Ihren Wert fir die Schwerebeschleunigung bezliglich des Auftriebs der
Kugel nach Abschnitt 1.2. und vergleichen Sie ihn mit dem vom Bundesamt flr Karto-
graphie und Geodasie (website: gdz.bkg.bund.de) in der Webanwendung ,Schwere-
wertberechnung® flr Esslingen erhaltenen Wert (abgerufen am 20. Nov. 2019) :

9es = (9,808714 £ 0,000020) m / s?

f.) Uberpriifung der Giite der benutzten Naherung

Berechnen Sie hierzu die mittlere Fallbeschleunigung an mit den Zahlenwerten h=2 m,
b=8-10"m" und g = 9,81 m/s2

» einmal nach der exakten Formel (11)
* und dann nach der N&herungsformel (13).
» Beide Zahlenwerte sind miteinander zu vergleichen! Bewerten Sie das Ergebnis.

» Wie grof3 ist der Unterschied ausgedriickt in Prozent?
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