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Anleitung zum Praktikumsversuch

Stehende Wellen und Helmholtzresonator

Zusammenfassung

Der Versuch besteht aus zwei unabhangigen Teilen. Im ersten Teil werden mit Hilfe
eines Motors sichtbare stehende Wellen auf einem gespannten Gummifaden angeregt.
Die Spannkraft wird variiert und die jeweils zusammengehdrigen Werte flr Frequenzen
und Wellenlangen gemessen. Die daraus berechneten Werte fiur die Ausbreitungsge-
schwindigkeit der Wellen sind mit den theoretischen Voraussagen zu vergleichen. Im
zweiten Teil wird eine Flasche teilweise mit Wasser beflllt und angeblasen. Die sich
dabei ergebenden Tonfrequenzen werden in Abhangigkeit vom Fillstand des Wassers
gemessen und mit den Theoriewerten fir einseitig offene Rohren und Helmholtz-
resonatoren verglichen. Der Versuch dient insbesondere dazu, Anwendbarkeit und

Grenzen physikalischer Modellvorstellungen zu veranschaulichen.

Wichtige Begriffe

Transversal- und Longitudinalwellen, Seilwellen, Schallwellen, Phasengeschwindigkeit,
Reflexion, festes und offenes Ende, Uberlagerung, stehende Welle, Schwingungs-
bauche und —knoten, Grund- und Oberschwingungen, Feder-Masse-System,

Helmholtzresonator.
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1  Grundlagen

1.1 Schwingungen und Oszillatoren

Schwingungen und Wellen sind miteinander verwandt, aber die beiden Begriffe be-
zeichnen verschiedene Vorgange. Beispiele schwingfahiger Systeme, auch als Oszilla-
toren bezeichnet, sind das mathematische Pendel (Fadenpendel) oder das Feder-
Masse-System. Werden sie aus ihrer Ruhelage ausgelenkt, fuhren sie an einer ganz
bestimmten Position im Raum Schwingungen durch. Solange die Amplitude dieser
Schwingungen nicht zu grol} ist und die Dampfung wahrend der Beobachtungszeit nicht

ins Gewicht fallt, kdnnen sie haufig mit harmonischen Funktionen beschrieben werden:
X(t)=X cos(w-t+ ) oder X(t)=Xsin(ow-t+¢) )

Darin ist x(t) die Auslenkung als Funktion der Zeit t mit den Parametern Amplitude X
Kreisfrequenz w und Nullphasenwinkel ¢. Die Auslenkungs-Zeit-Funktion x(t) ist die Lo-
sung der Bewegungsgleichung des Oszillators. FiUr ein ungedampftes Feder-Masse-

System bei kleiner Auslenkung ist das eine lineare Differentialgleichung 2. Ordnung:

m-X(t)+k-x(t)=0 mit w=2rf=k/m (2

Dabei ist m die schwingende Masse, k die Federkonstante und f die Schwingungs-

frequenz.
1.2 Wellengleichung und harmonische Wellen

Werden mehrere benachbarte Oszillatoren miteinander gekoppelt, kdnnen sich auf
dieser Anordnung Anregungen raumlich ausbreiten. Jeder Festkorper kann als ein
solches System betrachtet werden. Das Modell ist aber auch auf Flussigkeiten und
Gase anwendbar. Sind die Anregungen mit der Zeit T periodisch, kommt es zur Aus-
breitung von Wellen, deren Auslenkungsmuster sich mit der Wellenlange A im Raum
wiederholt. Sehr anschaulich ist der Vorgang im Fall eines gespannten Seils. Wird es
an einem Punkt periodisch mit der Frequenz f= 1/T auf und ab bewegt, lauft von dort

aus ein Wellenzug das Seil entlang.

Abbildung 1 %

In positive x-Richtung
laufende Seilwelle zu
verschiedenen Zeit-

punkten (schematisch)
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Im einfachsten Fall erfolgt die Anregung harmonisch. Dann kénnen die entstehenden
Seilwellen ebenfalls mit harmonischen Wellenfunktionen beschrieben werden:
Ya (x,t) = )A/ COoS (a) t—-k-x+ (p) Welle lauft in positive x-Richtung (3a)
y (X,t) =y cos(w-t+k-X+¢@) Welle lauft in negative x-Richtung (3b)
Hier ist w =2 m f die Kreisfrequenz der Anregung und k =2 7/ A die Wellenzahl der
Seilwelle. Gemald der Konvention werden Wellen mit Cosinus-Funktionen beschrieben,
die Verwendung von Sinus-Funktionen ware mathematisch aber ebenfalls moglich. Fir

die Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢ - genauer fir die Phasengeschwindigkeit - von

Wellen gilt immer der Zusammenhang von Frequenz f und Wellenlange A:
c="f-14 (4)
Wellenfunktionen sind Losungen der partiellen Differentialgleichung (Wellengleichung):
82y(x,t) — CZ . 82y(x,t)
ot? 0 X’
Wird ein Seil der Querschnittsflache A mit der Kraft F gespannt, dann folgt ¢ aus:
F F
Ap M

Hier ist p die Dichte des Materials. Oft erfolgt die Charakterisierung des Seils durch An-

()

gabe der Massenbelegung u - also der Masse pro Langeneinheit - in der Einheit kg/m.

Wellenausbreitung bedeutet Energietransport. Quantifiziert wird dieser Transport durch
die physikalische Grolie Intensitat S. Sie reprasentiert die transportierte Energie pro

Flache und Zeit und wird in der Einheit [S] = W / m? angegeben.

1.3 Reflexion und Uberlagerung

Trifft eine Welle auf eine Grenzflache zwischen zwei verschiedenen Materialien, wird
sie im allgemeinen in zwei Anteile aufgeteilt. Ein Anteil tritt in das andere Material Uber,
ein zweiter wird zurtick reflektiert. Welche Intensitaten der reflektierte und der durchtre-

tende Anteil der Welle haben, hangt von Dichte und Elastizitat der Materialien ab.

Im Extremfall wird die Welle vollstandig zurlck reflektiert. Ein Beispiel dafur ist eine

Schallwelle in Luft, die auf eine harte Wand trifft. An der Grenzflache erfolgt keine
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Auslenkung der schwingenden Gasmolekile. Hier liegt ein sogenanntes festes Ende
vor, an dem sich ein Schwingungsknoten ausbildet. Der reflektierte Wellenanteil weist

einen Phasensprung von 11 (beziehungsweise 180°) relativ zur einfallenden Welle auf.

Auch bei Auftreffen einer in einem sehr dichten Medium laufenden Welle auf die Grenz-
flache zu einem Material geringer Dichte erfolgt eine praktisch vollstandige Reflexion
der Intensitat. In diesem Fall kbnnen sich aber die Teilchen an der Grenzflache bewe-
gen. Es liegt ein sogenanntes offenes Ende vor, an dem sich ein Schwingungsbauch

bildet. Hier tritt bei der Reflexion kein Phasensprung relativ zur einfallenden Welle auf.

Reflexion an der Grenzflaiche zwischen zwei Materialien ergibt durch Uberlagerung

immer eine stehende Welle mit Schwingungsknoten und —bauchen im Abstand A/2.

Abbildung 2

Reflexion einer Welle an der Grenzfldche
zwischen den Materialien A und B.

Oben: Allgemeiner Fall, ein Teil der Welle
tritt durch die Grenzflache, ein zweiter wird
reflektiert

Mitte: Das Material B hat eine viel h6here
Dichte als Material A, es ergibt sich eine
vollstédndige Reflexion mit einem Schwin-
gungsknoten an der Grenzflache

Unten: Das Material A hat eine viel hbhere
Dichte als Material B, es ergibt sich eine
vollstédndige Reflexion mit einem Schwin-
gungsbauch an der Grenzflache

Der Knotenabstand der sich ausbildenden
stehenden Welle betrégt jedesmal N2

1.4 Stehende Seilwellen

An einer beidseitig eingespannten Saite, einem Gummifaden oder einem Seil lassen
sich stehende Transversalwellen sehr gut beobachten. An den festen Enden bilden sich
dabei immer die Knoten aus. Dazwischen treten bei geeigneten Anregungsfrequenzen
ein oder mehrere Schwingungsbauche auf. Die niedrigste mdgliche Frequenz f; wird oft

als Grundfrequenz bezeichnet, dartber liegen die Oberfrequenzen fy, f3, fa, ...
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Die Grundfrequenz f; folgt mit dem Zusammenhang ¢ = ‘A = f;-A4 aus der Bedingung

L= 1% also f, = e ¢ (7)

A 2L

Die erste Oberwelle schwingt bei der Oberfrequenz f,, diese folgt analog aus

L=22 a0 f=— =2 ®)
2 A, 2L
Dies lasst sich verallgemeinern. Die Oberfrequenz f, ergibt sich aus
A C C
L=n— aso f =—=n—=n-f, n=123... (9
2 A, 2L '

n

Hinweis: Die Grundfrequenz fi wird im angelsdchsischen Raum als , 1. Harmonische*
bezeichnet, die Oberfrequenzen f, und fs; entsprechend als ,2. Harmonische®, ,3.
Harmonische® ... Im européischen Raum spricht man dagegen meistens von ,Grund-
schwingung” und ,,1. Oberschwingung®, ,,2. Oberschwingung®, ,3. Oberschwingung®, ... ,
oft wird auch die Grundfrequenz mit fy und die Oberfrequenzen entsprechend mit fi, f,,

fs,... bezeichnet.

Abbildung 3

Stehende Transversalwellen auf einer
beidseitig eingespannten Saite.

Oben: Grundschwingung der Wellen-
ldnge Ay und Grundfrequenz f; (oft als
1. Harmonische bezeichnet)

Darunter die 1., 2. und 3. Oberschwin-
gung (oft auch 2., 3. und 4. Harmoni-
sche) mit den Wellenldngen Az, As und
A4 . Sie schwingen mit den zugehdrigen
Oberfrequenzen £y, f3 und fy.

1.5 Schallwellen

Schallwellen sind longitudinale Druckwellen (Kompressionswellen) in elastisch kom-

pressiblen Medien. Sie breiten sich in Luft und Gasen, in Flissigkeiten (Wasserschall)

und in Festkorpern aus (Korper- und Gebaudeschall) und ergeben Dichteschwan-

kungen um einen Gleichgewichtswert. Die Klassifikation erfolgt anhand ihrer Frequenz:
e Horbereich: 20 Hz < f< 20 kHz

¢ Infraschall: f < 20 Hz (Beispiel: Erdbebenwellen)

e Ultraschall: f> 20 kHz (Beispiel: Sonographie, Materialprifung, Reinigungsbader)
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Die Schallgeschwindigkeit ¢ in Gasen folgt aus

c=JxkRT = _ |XP mit Ri:i (10)
Yo, M
R : spezifische Gaskonstante T:  absolute Temperatur
R: molare Gaskonstante co: Waérmekapazitét bei konstantem Druck
K: Isentropenexponent cv . Wérmekapazitéat bei konstantem Volumen
p, p . Druck und Dichte M:  Molmasse

FUr konstante Temperatur ist p ~ p, bei Druckdnderungen bleibt daher die Schall-
geschwindigkeit ¢ konstant. Mit steigender Temperatur nimmt ¢ dagegen zu, denn es
gilt c ~ T

Geschwindigkeit longitudinaler Schallwellen in Gasen (nach: Hiitte 2004)

Medium Schallgeschwindigkeit ~ C/%
Luft (Normtemperatur 0°C) 332
Luft (Raumtemperatur 20°C) 344
Wasserstoff 1286
Helium 971
Sauerstoff 315

1.6 Stehende Schallwellen in R6hren und Pfeifen

Wie alle anderen Wellen kdnnen sich Schallwellen auch zu stehenden Wellen uber-
lagern. Dies ist zum Beispiel in Pfeifen und Roéhren zur Erzeugung von Frequenzen im
Horbereich der Fall. Man unterscheidet beidseitig offene / geschlossene und einseitig
geschlossene Anordnungen. Zur besseren Visualisierung solcher longitudinaler Wellen
werden in schematischen Darstellungen Auslenkung und Geschwindigkeit (Schnelle)

der schwingenden Teilchen senkrecht zur Ausbreitungsrichtung der Welle gezeichnet.
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k= A A

T

s 1 e B s

e . 4
Schnelle ' Schnelle
Abbildung 4

Longitudinale stehende Wellen in Orgelpfeifen. Eingeblasene Luft stromt liber eine Schnei-
de. Die dabei entstehenden Turbulenzen regen die Luftséule in der Pfeife zu Wellenbewe-
gungen an. Die schematische Skizze zeigt die Verhéltnisse bei Erzeugung der Grundfre-
quenz sowie der ersten beiden Oberfrequenzen.

Links : beidseitig offene Pfeife (zwei offene Enden).

Rechts : einseitig geschlossene oder ,gedackte” Pfeife (ein offenes, ein festes Ende).

Die Grundfrequenz f; einer beidseitig offenen mit Luft oder Gas gefullten Réhre kann
analog zu der Betrachtung im Fall der beidseitig eingespannten Saite berechnet
werden. Auf die Lange L der Rdhre entfallt dabei eine halbe Wellenlange der stehenden
Welle. Aus der Verallgemeinerung folgen dann entsprechend die zugehdrigen

Oberfrequenzen f,.

C C
L:lﬁ also flz—:— (11)
2 A, 2L
. C
und allgemein f=n-—=n-f, (12)
2L
Die Schwingungsfrequenzen in einer einseitig geschlossenen Rohre ergeben sich zu
C
f =(2n-1)-—=(2n-1)-f, n=12,3... (13)
4L
Dabei ist in beiden Fallen ¢ die Schallgeschwindigkeit in der Rohre.
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1.7 Flaschenblasen

Im zweiten Teil des Versuchs werden Tone durch Anblasen einer Flasche erzeugt. Als
einfachstes Modell zur Berechnung der dabei auftretenden Tonfrequenzen liegt es
nahe, diese naherungsweise als einseitig offenes, zylindrisches Rohr der Lange L auf-
zufassen, wobei die Lange L der Hohe der Luftsdule in der — unter Umstanden noch
teilweise geflllten - Flasche entspricht. Zur Berechnung kann dann einfach die
Beziehung (13) fur die einseitig geschlossene Rodhre (beziehungsweise gedackte

Orgelpfeife) verwendet werden.

Schnelle
—f—,> Abbildung 5

Einfachste Modellvorstellung zur Be-
rechnung der bei Anblasen einer teil-
weise mit Wasser gefiillten Flasche

auftretenden Schwingungsfrequenz :

e FEinseitig geschlossene Réhre der
Lénge L

e Welle schwingt mit Grundfrequenz f;

Modell:
Rohre

1.8 HeLmHoLTZ-Resonator

Eine weitere Moglichkeit zur Beschreibung der Vorgange in der angeblasenen Flasche
ist das Modell des HELMHOLTZ-Resonators. Hier wird die Anordnung als Feder-Masse-
System betrachtet. Die Luft im Flaschenhals ist die schwingende Masse, die sich in der
Art eines Kolbens im Flaschenhals bewegt. Dadurch wird das Luftvolumen im Korpus
der Flasche je nach Bewegungsrichtung dieses ,Kolbens® komprimiert oder expandiert.

Die resultierende Druckanderung ergibt die auf den ,Kolben“ wirkende Ruckstellkraft.
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Das Luftvolumen V; bildet somit die Feder dieses Feder-Masse-Systems, Veranderung
des Volumens durch teilweises Befiillen der Flasche resultiert in einer Anderung der Fe-
derkonstante dieser Gasfeder. Im Prinzip liegt also ein Oszillator vor. Anblasen der

Flasche regt diesen zu erzwungenen Schwingungen mit der Resonanzfrequenz f.es an:

_c A, fes : Resonanzfrequenz
res 2 V. . L Ay : Halsquerschnitt (14)
4 0o " LH Ly : Halsldnge

c: Schallgeschwindigkeit
Vo : Luftvolumen im Korpus

Offnungsquerschnitt
é— : -
N A
" = Halsldnae Flaschenhals =
schwingende Ly g schwingende

M >
m= A‘:sf: PLuft - j | m =IZaHsLSHe pLM._)

\v/ A
Hobéhe
. Korpus Luftvolumen im
Luftvolumen im > h Flaschenkorpus =
Flaschenkorpus = Riickstellfeder
Riickstellfeder Vo=mr2h
Vo=mrh
v ’
- > Modell:
Durchmesser d=2r Resonator

Abbildung 6 Verbesserte Modellvorstellung HELMHOLTZ-Resonator

Die Resonanzfrequenz hangt von der Flaschengeometrie und der Schallgeschwindig-
keit ¢ ab. Im Versuch wird das freie Luftvolumen Vy durch Befillen mit Wasser veran-

dert. Eine Auftragung von f,.s gegen 1/\V, sollte eine Gerade der Steigung m ergeben

fres = fres (VO) = mi mit m ‘ i (15)

Ve 20\ L,
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Umgekehrt ist die Steigung m dieser Geraden ein Mal} fir die Lange des im Flaschen-
hals schwingenden Luftzylinders. Dieser wird nicht in jedem Fall die geometrische
Lange Ly des Flaschenhalses haben. Die Verwendung einer effektiven Lange Les an-
stelle der geometrischen Halslange Ly in Gleichung (16) wird daher in der Regel eine
bessere theoretische Voraussage der Messwerte ergeben. Im Versuch wird die
effektive Halslange Les aus der Steigung m der durch die Messwerte gelegten Aus-
gleichsgeraden berechnet:

2 2,42
L. = c . AH — c'd ) 1 d: Innendurchmesser Miindung (16)
472 m? 167 m> m : Steigung Ausgleichsgerade

1.9 Systematische Korrekturen der Modelle

Die effektive Lange ist eine nach der Messung aus den Daten ermittelte Grélke. Um die
einfachen Modellvorstellungen ,Réhre” und ,Helmholtzresonator im Ansatz zu verbes-
sern, wurden sie um das Konzept der akustisch wirksamen Lange Ly erweitert. Sie ist
in beiden Fallen jeweils hoher als die geometrische Lange L bzw. Ly zu veranschlagen.
Empirisch gewonnene Abschatzungen flr Ly als Funktion des Mindungsdurchmessers
d sind:

L, ~L,+08d . L, =L+03d (17), (18)

c [ A f-_C
27[ I—akVO ' 4'Lak

(17a), (18a)

Helmholtz-
Resonator
einseitig
offene
Rohre

Abbildung 7 Geometrische Langen L und Ly sowie akustische Ldngen L
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1.10 Modellparameter in der Zusammenfassung

Bei Verwendung der Modellvorstellung des Helm-
holtzresonators zur Berechnung der mit der Flasche

erzeugten Tonfrequenzen sind demnach drei unter-

schiedliche Langen in Betracht zu ziehen:

(a) die geometrische Halslange Ly
(b) die akustische Lange Lk

(c) die effektive Halslange L Abb. 8
Um zu ermitteln, welche die Messung am besten 27?9"3"0/7[ :
angen Ly,
beschreibt, werden zur Auswertung alle berechnet. K Lk ieﬁ ___H

Die Ergebnisse werden verglichen (welche Abmes-
sungen hatte die verwenderte Flasche ?) und die

optimale Beschreibung ermittelt.

2 Messaufbau

e Seilwellen: Gummifaden, Netzteil und Motor zur Wellenanregung, Halterung mit

Gewichtsstlicken zum Spannen des Gummifadens, Frequenzmessgerat.

e Flaschenblasen: Flaschen, Mikrofon mit Verstarker und Frequenzmessgerat
3 Aufgaben

Bitte Messprotokoll mit Werte-Tabellen, Einheiten und Abschatzungen der
Messunsicherheit fur alle MessgroRen anfertigen und am Ende des Labors

abzeichnen lassen (Vortestat).

3.1 Gummifaden

Messen Sie Lange L und Masse m des Gummifadens (Einzelmessung).
3.2 Stehende Wellen

Um den Gummifaden zu spannen, stehen verschiedene mit Sand geflllte Flaschen als
angehangte Gewichte zur Verfugung. Ermitteln Sie die Masse eines dieser Gewichte
und flhren die folgende Messreihe durch: Erhéhen Sie langsam die Anregungsfrequenz
des Motors, bis sich eine stehende Welle, die Grundschwingung, ausbildet. Messen Sie

die zugehdrigen Werte fur Frequenz und Wellenlange jeweils dreimal. Erhdhen Sie
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dann die Anregungsfrequenz und ermitteln Sie in gleicher Weise Frequenz und Wellen-
lange fur alle auftretenden Oberschwingungen einschlieldlich der dritten Ober-

schwingung. Fuhren Sie die gleiche Messreihe mit zwei weiteren Gewichten durch.
3.3 Flaschenblasen

Wabhlen Sie eine der zur Verfigung stehenden Flaschen flr das Experiment aus und
ermitteln Sie den inneren Durchmesser ihrer Offnung sowie ihre Halslange. Befiillen Sie
die Flasche bis zum Halsansatz mit Wasser. Stellen Sie ein bestimmtes Luftvolumen V,
durch Ausgielden des Wassers in einen Messzylinder ein und messen Sie die Hohe L
der Luftsaule vom Wasserspiegel bis zur Flaschenmindung. Blasen Sie dann Uber den
Flaschenrand, bis ein satter Ton entsteht. Die Frequenz dieses Tones wird als
Mittelwert aus 5 Einzelmessungen mit dem Frequenzmessaufbau bestimmt (nahe ans
Mikrofon herangehen). Wiederholen Sie die Messungen fur insgesamt drei

verschiedene Fullhohen.

4 Auswertung

Fur jede MessgrofRe und jedes Ergebnis muss eine Messunsicherheit berechnet

und als absoluter und relativer Fehler angegeben werden.
4.1 Gummifaden

Berechnen Sie die Massenbelegung des Gummifadens in entspanntem und

gespanntem Zustand.
4.2  Stehende Wellen

(a) Berechnen Sie fur die drei verschiedenen Werte der Spannkraft jeweils die nach der
Theorie zu erwartende Ausbreitungsgeschwindigkeit ciheo der Welle. Berucksichtigen
Sie dabei die Variation der Massenbelegung p in Abhangigkeit der Spannkraft und

ermitteln Sie realistische Fehlergrenzen!

(b) Berechnen Sie fir jede der beobachteten stehenden Wellen jeweils die Aus-
breitungsgeschwindigkeit cexp der Welle aus den Messwerten fur Wellenlange und
Frequenz. Bilden Sie jeweils den Mittelwert aus allen Einzelmessungen und

ermitteln Sie auch hier die Fehlergrenzen (Statistik).
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(c) Vergleichen Sie die jeweiligen Werte flr Cexp UNd Cineo. Stimmen sie im Rahmen der
Messgenauigkeit Uberein? Welche Messmethode fir die Ausbreitungsgeschwin-

digkeit ist genauer? Begrunden Sie lhre Einschatzung!

4.3 Flaschenblasen
(@)  Fur jede Fullhéhe sind folgende Werte zu berechnen:

1) Freies Luftvolumen V; in der Flasche
2) Frequenz der stehenden Welle nach dem einfachen Rohrenmodell

3) Frequenz der Schwingung fur einen Helmholtzresonator mit der Halslange Ly

(b) Vergleichen Sie die Messwerte (Mittelwerte) mit den theoretischen Werten der
beiden verschiedenen Modelle. Welches davon stimmt besser mit der Messung

uberein?

(c) Tragen Sie die gemessenen Frequenzen so in einem Diagramm gegen das freie
Volumen Vj auf, dass sich im Fall der Gultigkeit des Helmholtzmodells eine Gerade

ergeben sollte und Uberprufen Sie damit die Anwendbarkeit dieser Theorie.

(d) Zeichnen Sie eine Ausgleichsgerade durch die Messpunkte und ermitteln Sie aus
deren Steigung die effektive Halslange L+ der verwendeten Flasche. Ermitteln Sie

die Fehlergrenzen aus der Grafik.
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