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Anleitung zum Praktikumsversuch CIBZ / BTBZ / GUBZ

Massentragheitsmoment

Zusammenfassung

Das Massentragheitsmoment einer Reihe verschiedener Korper wird experimentell aus
Drehschwingungen ermittelt und mit den jeweils nach der Theorie berechneten Werten
verglichen. Zusatzlich wird exemplarisch fur einen Korper die Auswirkung einer

Verschiebung der Drehachse relativ zum Schwerpunkt untersucht.

Wichtige Begriffe

Drehmoment, Massentragheitsmoment, Schwerpunkt, Drehfederkonstante (Winkelricht-

grolde), Periode, Schwingungsdauer, harmonische Schwingung, Satz von Steiner
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1 Grundlagen

1.1 Massentragheitsmoment

Das Massentragheitsmoment J ist eine fundamentale GroRe zur Beschreibung der
mechanischen Eigenschaften rotierender Korper. Sie ist immer auf eine Drehachse be-
zogen und als Integral Uber das gesamte Volumen des Korpers zu berechnen:

J= Ir2dm (1)

Vol
Dabei ist r der (senkrechte) Abstand des Massenelements dm von der Drehachse. Ist

Js das Massentragheitsmoment eines Korpers mit der Masse m bezogen auf eine

Achse durch seinen Schwerpunkt S, dann gilt nach STEINER
J,=Js+ma’ (2)

Hier ist Jo» das Massentragheitsmoment des Korpers bezuglich einer Achse, die im

Abstand a parallel zur erstgenannten Schwerpunktachse verlauft.

1.2 Drehschwingungen

Im Versuch werden Massentragheitsmomente experimentell aus Drehschwingungen
bestimmt. Besonders einfach wird deren Auswertung bei Vorliegen eines linearen
Gesetzes fur den Zusammenhang zwischen Drehwinkel 8 und ruckstellendem Drehmo-

ment Mrick entsprechend (3), k: ist dabei die sogenannte Drehfederkonstante:

Moy = —K, - B (3)
Dann liegt eine harmonische Schwingung mit der Schwingungsdauer Ty vor:
J
To=2m <& - (4)

Bei bekannter Drehfedérkonhstante k; der ruckstellenden Feder kann hier das Massen-

tragheitsmoment Jp Uber eine Messung der Schwingungsdauer Ty bestimmt werden:

J, =k -T2/(4-7%) (5)
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2 Messaufbau

Der Aufbau besteht aus einem Stativ mit einer drehbar gelagerten Aufnahme fur einen
dinnen Metallstab. Die Aufnahme wird nachfolgend als Drillachse bezeichnet. Auf den
Stab konnen in frei wahlbarem Abstand r zur Rotationsachse zwei dickwandige Hohl-
zylinder aus Metall aufgeschraubt werden. Die Spiralfeder ergibt bei Auslenkung aus

der Ruhelage ein vom Auslenkungswinkel 8 abhangiges rickstellendes Drehmoment.

- —> Zylinder (J7)
, ' Drillachse (Jo,)
g
( ( (
Stab (Js;)
Zylinder (J7) @
Spiralfeder
Abb. 1 : Versuchsaufbau _J .
Massentrégheitsmoment Stativ
(schematisch)

Schwingungsdauer

Die verschiebbaren Zylinder haben gleiche Abmessungen und Massen mz. Sie werden
symmetrisch im Abstand r zur Drehachse auf dem Stab befestigt. Das gesamte Mas-
sentragheitsmoment Jges der Anordnung ist die Summe der Massentragheitsmomente
des Stabs (Jst), der beiden Zylinder (Jz) und der Drillachse (Jpr):

2 2
JgeS:JSt+JDr+2(JZ+er ):J0+2mzr (6)
Dabei folgt der Anteil der beiden Zylinder aus dem Satz von Steiner (2). Bezuglich einer

vertikalen Achse durch ihren Schwerpunkt haben sie das Massentragheitsmoment J;.

Da sie sich im Abstand r zur Drehachse befinden ist dazu noch mz'l’z zu addieren.
Die von r unabhangigen Anteile lassen sich zu der Hilfsgrof3e Jo zusammenfassen.

Jo=Jg+Jdp +2J, (7)
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Sie ist die Summe der Massentragheitsmomente aller beteiligten Kérper bezlglich einer
gemeinsamen Achse, die durch ihre Schwerpunkte lauft. Im Experiment Iasst sie sich

nicht einstellen, da die beiden Zylinder nicht Ubereinander geschoben werden konnen.

Far zwei verschiedene Schwerpunktabstande ry und r, von der Drehachse ergeben sich

die beiden Drehschwingungsdauern T4 und T,. Nach den Gleichungen (4) und (6) folgt:

J,+2m,r’ J,+2m,r,
2 _ 2 Yo z" 2 _ 2 Yo z'2 8
T =4n"- T, =4n" (8)
kt kt
Differenzbildung und Elimination von J, ergibt die Drehfederkonstante k; zu:
2 2
k =8n’m, L1 ©)
t V4 T 2 T 2
1 2
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3 Aufgaben

Bitte Messprotokoll mit Werte-Tabellen, Einheiten und Abschatzungen der
Messunsicherheit fiir alle MessgroBen anfertigen und am Ende des Labors

abzeichnen lassen (Vortestat).
3.1 Statische Bestimmung der Drehfederkonstante K; siat

Der dunne Stab wird in die Drillachse eingesetzt. Zur Messung ist der Federkraftmesser
in die in den Stab eingearbeiteten Nuten einzuhaken. Die fir eine Verdrillung der Achse

um die Winkel ¢ = -2, -1, 1 und 217 erforderlichen Tangentialkrafte werden bestimmt.

Die Messungen erfolgen jeweils fur zwei verschiedene Abstande ri des Kraftmessers

von der Drehachse. Geeignete Werte daflr sind ry = 0,15 mund r, = 0,25 m.
Schatzen sie die Messgenauigkeit des Kraftmessers realistisch ab.

Achtungqg: Feder nicht iiberdehnen! Der maximale Verdrillungswinkel ist 4z !!

3.2 Dynamische Bestimmung der Drehfederkonstante ki qyn

Zur Ermittlung der Drehfederkonstante aus Drehschwingungen werden die beiden be-
weglichen Zylinder der Masse mz symmetrisch zur Drehachse auf dem Stab befestigt.
Die Zeitmessung erfolgt mit einer Lichtschranke, die moglichst genau in der Gleichge-
wichtslage des Drehschwingers zu positionieren ist. Sie wird vom Ende des schwing-
enden Stabes durchquert und schaltet bei Unterbrechung einen Kurzzeitmesser ein

oder aus. Ohne weitere MalRnahmen liefert dieser also nur die halbe Periodendauer.

Messmethode: Zur Verringerung des Fehlers bei der Zeitmessung werden halbe
Schwingungsdauern flr beide bei der ersten Unterbrechung moglichen Bewegungs-
richtungen des Stabs - sowohl im als auch gegen den Uhrzeigersinn — gemessen. Flr
jede Richtung werden funf Einzelmessungen aufgenommen und daraus ein gemein-

samer Mittelwert fur die gesamte Schwingungsdauer gebildet.

Flr zwei verschiedene Abstande ri der Schwerpunkte der beiden Zylinder zur
Drehachse ist die Periodendauer T; der Drehschwingungen zu bestimmen. Auch hier

sollten die beiden Radien ry = 0,15 m und r» = 0,25 m verwendet werden.
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3.3 Bestimmen Sie das Massentragheitsmoment Jp, der Drillachse.

Das Massentragheitsmoment der Drillachse Jp, soll aus der Periodendauer T der
Drehschwingung nach (5) ermittelt werden, dabei ist T aus funf Einzelwerten zu mitteln.

Zum Schalten der Lichtschranke dient ein diinnes Stabchen.

3.4 Massentragheitsmomente verschiedener Kérper

Das Massentragheitsmoment verschiedener Korper (Vollzylinder, Hohlzylinder, Kugel
und Scheibe) soll aus der Periodendauer T der Drehschwingung nach (5) ermittelt
werden, dabei ist T aus funf Einzelwerten zu mitteln. Bestimmen sie fur die Korper

Masse und geometrische Abmessungen, jeweils mit Messunsicherheit.

3.5 Massentragheitsmoment eines unregelmafigen Korpers

Das Massentragheitsmoment  Jksper €ines  weiteren  Korpers  (Osterhase,
Weihnachtselch, ...) soll aus der Periodendauer T der Drehschwingung nach (5)

ermittelt werden, dabei ist T aus funf Einzelwerten zu mitteln.

3.6 Der Satz von STEINER

Zum Versuchsaufbau gehort eine Lochscheibe. Sie wird so |
mit einer Halterung auf der Drillachse befestigt, dass die i o N
Drehachse durch ihren Schwerpunkt S oder einen von vier - a

weiteren Punkten P4 ... P4 im Abstand a, zu S verlauft.

Die Achse der Scheibenhalterung ist seitlich abgeplattet.
Um ein Durchdrehen zu verhindern, muss hier die Klemm-

schraube der Drillachse eingreifen. Die Anfangsauslenkung
Abb. 2 : Lochscheibe

darf nicht zu klein sein, ein Wert um 270° hat sich bewahrt. (schematisch)

Messen Sie die Periodendauer der Schwingungen der Scheibe in diesen funf

Positionen der Drehachse.

Ermitteln Sie die Masse der Scheibe direkt mit der Waage, dabei darf die
Scheibenhalterung nicht mitgewogen werden!

Bitte Messunsicherheit der Waage ermitteln.
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4 Auswertung

Fur jede MessgrofRe und jedes Ergebnis muss eine Messunsicherheit berechnet

und als absoluter und relativer Fehler angegeben werden.
4.1 Statische Bestimmung der Drehfederkonstante k stat

Berechnung der zugehodrigen acht Werte fur die jeweils auf den Stab wirkenden
Drehmomente und grafische Auftragung Uber dem Winkel ¢. Die Drehfederkonstante

ki stat fOlgt nach (3) aus der Steigung der Ausgleichsgerade durch die Messpunkte.

Die Auftragung erfolgt mit dem MAPLE-Programm LINREG. Die zugehorige Mess-

unsicherheit Ak: stot fUr die Drehfederkonstante ist zu ermitteln.

4.2 Dynamische Bestimmung der Drehfederkonstante ki qyn

Bestimmen Sie kiayn Nach (9) und vergleichen Sie diesen Wert mit dem Ergebnis ki stat
der statischen Messung. Stellen Sie fest, ob die beiden Werte kistat Und kiayn innerhalb
ihrer Messunsicherheiten Ubereinstimmen und entscheiden Sie (Begrindung), welchen

Wert Sie fur die Drehfederkonstante k;: weiter verwenden.

Mit diesem Wert k; und der zugehérigen Messunsicherheit Ak; werden alle weite-

ren Rechnungen und Auswertungen durchgefiihrt.

Hinweise zur Berechnung der Messunsicherheit

In die dynamische Bestimmung der Drehfederkonstante k;qyn gehen nach (9) insgesamt
funf Messgrofien (T4, Tz, r1, r2, mz) ein. Zur Ermittlung der Messunsicherheit Ak gyn ist
das Fehlerfortpflanzungsgesetz nach Gauld zu verwenden. Der einfache Rechenweg
uber die Addition der relativen Unsicherheiten nach Aki/ki= Amzimz + ... (,relativer
GroRtfehler®) ist hier nicht zulassig, da kein reines Potenzgesetz vorliegt. Um die zu
berechnenden Ausdricke dennoch nicht zu unUbersichtlich werden zu lassen,

empfiehlt sich ein schrittweises Vorgehen:

o Zuerst werden die Unsicherheiten jeder Einzelmessung abgeschatzt, also Am;,

Ary, Af'z,AT1 und ATz.

° In Gleichung (9) werden die Zahler Z=r12 - r22 und die Nenner N=T12 - T22
berechnet.
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° Die Unsicherheiten von Zahler AZ und Nenner AN werden berechnet

o Nun kann Gleichung (9) als reines Potenzgesetz besehen werden und unter

Einbeziehen von Am, wird Ak q4yn bestimmt.

2 2
-n 8 ’m 5 (9a)
= z

k. =87n°m, -
t LT -T) N

4.3 Ermittlung der HilfsgrofRe Jo
Berechnen Sie das Massentragheitsmoment Jo auf zwei verschiedenen Wegen und

vergleichen Sie die beiden Ergebnisse:

e Jy berechnet aus der Summe der Anteile der einzelnen

Massentragheitsmomente

e Jstund Jz von Stab und Zylindern nach (7), der Anteil Jp, ist hier

vernachlassigbar (warum? Vergl. Aufgabe 4.4)
e Jp aus der gemessenen Periodendauer T4 oder T, nach (8)
4.4 Massentragheitsmoment Jp, der Drillachse
Bestimmen Sie Jpr aus der Schwingungsdauer und bewerten Sie das Ergebnis! Kann
das Massentragheitsmoment der Drillachse gegeniber dem von Stab und Zylinder
vernachlassigt werden (Begrundung) ?
4.5 Massentragheitsmomente verschiedener Korper

Ermitteln Sie das Massentragheitsmoment von Vollzylinder, Hohlzylinder, Kugel oder
Scheibe auf den beiden nachfolgend angefihrten Wegen. Stellen Sie alle Werte tber-
sichtlich in einer Tabelle dar. Darf das Massentragheitsmoment der Drillachse

gegenuber dem der Kdrper vernachlassigt werden? Begrunden Sie Ihre Entscheidung.
(1) Experimentelle Bestimmung aus der Periodendauer T der Drehschwingung nach (5)

(2) Berechnung aus den jeweils gemessenen Massen und den MalRen der Korper nach

den theoretischen Beziehungen fur die Massentragheitsmomente einfacher Korper.
e Fulhren Sie eine Fehlerrechnung fur beide Wege durch!

Vergleichen Sie die Ergebnisse, stimmen sie tUberein? Diskutieren Sie mogliche

Grunde fur Abweichungen zwischen Rechnung und Messung!
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4.6 Massentragheitsmoment eines unregelmafigen Korpers

Berechnen Sie das Massentragheitsmoment Jksper des weiteren Korpers (Osterhase,
Weihnachtselch, ...) aus der Periodendauer der Drehschwingung. Ermitteln Sie Uber
geometrische Abschatzung seiner Abmessungen einen theoretischen Wert fur das

Massentragheitsmoment Jxsmer und priifen Sie die beiden Werte auf Ubereinstimmung.

4.7 Der Satz von STEINER

e Bestimmen Sie aus der Periodendauer der Schwingungen das jeweilige Massen-
tragheitsmoment J; der Scheibe mit ihrer Halterung beziglich dieser funf Positionen

der Drehachse.

e Tragen Sie die jeweiligen Werte J; gegen das Quadrat des zugehoérigen Abstands a;
in einem Diagramm auf. Nach (2) sollten bei der Auftragung von J(a) gegen a* die
Messpunkte auf einer Geraden liegen. Ermitteln Sie daraus die Masse m der

Scheibe und die zugehdrige Messunsicherheit Am.

e Vergleichen und bewerten Sie die Resultate fur die Scheibenmasse aus dem Satz

von Steiner mit der direkten Messung.
¢ |st die Annahme einer freien Drehschwingung gerechtfertigt?

Wie bereits bei Aufgabe 4.1 wird das MAPLE-Programm LINREG verwendet. Die

Messunsicherheit Am flr die Scheibenmasse ist zu ermitteln.
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