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Physikalisches Praktikum

Versuch 10

Isothermen und Verfliissigung eines
realen Gases

Wichtige Begriffe

Ideale Gase und Zustandsgleichung idealer Gase, Zustandsgrofden, molare Gaskon-
stante, Stoffmenge, reale Gase und VAN DER WAALSsche Zustandsgleichung, Binnen-
druck, Kovolumen, Isotherme, Verdampfung und Kondensation, Dampfdruckkurve, Sat-
tigungsdampfdruck, kritischer Punkt, kritischer Druck, kritisches Volumen, kritische
Temperatur.

VorsichtsmalRnahmen
e Der Druckbereich in der roten Zone ist Tabuzone!
e 'Wasserstand' in der Temperierfliissigkeit iiberwachen — Uberschwemmungsgefahr!
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1. Theoretische Grundlagen
1.1. Gase und Zustandsgleichung idealer Gase
Dem Modell ‘ideales Gas’ liegen folgende Modellvorstellungen zugrunde:

e Es besteht aus Teilchen (genannt Atome oder Moleklle), die eine Masse besit-
zen, aber keine geometrische Ausdehnung (System 'materieller Punkte').

e Zwischen den Teilchen existieren keine Wechselwirkungskrafte.

e ZusammenstolRe der Teilchen mit der Begrenzung und untereinander erfolgen
vollstandig elastisch.

Die kinetische Gastheorie wendet die Stoligesetze der Mechanik auf ein solches Sy-
stem an. Es folgt letztlich die Zustandsgleichung idealer Gase

[1] pV =nR,T

mit

Druck

Volumen

absolute — oder KELVIN Temperatur — (Basiseinheit im SI-System)
n Teilchenmenge oder Stoffmenge (Basiseinheit im SI-System)

- < T

R, molare — oder universelle — Gaskonstante (R, = 8,31 Jmol'K™)

Gase werden logischerweise dann besonders gut durch die Zustandsgleichung idealer
Gase beschrieben, wenn die Modellvorstellungen erfillt sind, also bei geringen Dichten,
hohen Temperaturen oder niedrigen Drucken.

Fiar ein ideales Gas ergibt sich speziell fur eine isotherme Zustandsanderung die
BoYLE-MARIOTTEsche Beziehung

[2] pV = const.
also in einem p,V -Diagramm eine Hyperbelschar fur die Isothermen.

1.2. Reale Gase und VAN DER WAALSsche Zustandsgleichung

Ein reales Gas wird in guter Naherung durch die VAN DER WAALSsche Zustandsglei-
chung beschrieben

2
B8] (p +%)(v —nb)=nR,,T

Die VAN DER WAaALSsche Zustandsgleichung wird i. Allg. fur die Teilchenmenge
n =1mol angegeben; ihre Formulierung lautet dann
(p+L2)(Vmo| -b)=R,,T  mitdem Molvolumen V,, Y
n
mol

VAN DER WAALS hat die Zustandsgleichung idealer Gase fur reale Gase modifiziert. Er
bringt als physikalisch deutbare Korrekturen in die Zustandsgleichung ein:

e Die Teilchen des Gases haben eine endliche Ausdehnung, also ein Eigenvolumen,;
sie beanspruchen ein Volumen, das zur freien Bewegung der Teilchen nicht mehr
zur Verfugung steht. Die Theorie liefert: Dieses Kovolumen b entspricht etwa dem
vierfachen Wert des Eigenvolumens der Molekule des Gases. Vom Volumen V ist
das Kovolumen b zu subtrahieren.

Physikalisches Praktikum -2- V 10 Reale Gase — Verflissigung



e Es existieren zwischen den Teilchen schwache Wechselwirkungskrafte (VAN DER
WaaLssche Krafte): zum aueren Druck p ist der Binnendruck zu addieren. Jedes

Teilchen des Systems ubt auf alle anderen Teilchen eine Kraft auf. Die Anzahl der

wechselwirkenden Teilchenpaare ist also proportional zum Quadrat der Dichte des
Gases; die Dichte ist umgekehrt proportional zum Volumen; damit ist der Binnen-

druck darstellbar als _a_ ,
2
Vmol

Die Konstanten a und b kénnen aus den experimentell bestimmten kritischen Daten
berechnet werden (vgl. Anhang).

1.3. Isothermen eines realen Gases

Fur ein ideales Gas ergibt sich eine isotherme Zustandsanderung die BOYLE-
MARIOTTESche Beziehung

pV = const.
also fur die Isothermen in einem p,V -Diagramm eine Hpyerbelschar.

Die VAN DER WaALssche Zustandsgleichung liefert fur eine Isotherme eine Gleichung
dritten Grades; der Kurvenverlauf der mathematischen Funktion ist in Abb. 1 dargestellt.
Als mathematische Funktion dritten Grades hat sie drei Losungen. Physikalisch be-
trachtet, kann der Kurvenverlauf aber nicht stimmen: Auf dem Kurvenstiick DCB nimmt
bei Kompression das (Mol)Volumen V,,,,, ab und gleichzeitig auch der Druck p! Expe-

rimentell beobachtet wird folgendes: Im Intervall ECA tritt ein horizontales Kurvenstick
auf; es scheidet sich die flissige Phase aus. Dem Zwang der Volumenverminderung
weicht das System durch Kondensation aus, denn die Dichte der Flussigkeit ist sehr viel
groler als die des Gases.

Ohne Beweis sei angegeben, dass das horizontale Kurvenstick — genannt MAXWELL-
sche Gerade — so liegt, dass die Flachenstlicke oberhalb und unterhalb der Horizonta-
len gleich werden.

Im Punkt A ist die Substanz vollstandig in die flissige Phase Ubergegangen. Eine weite-
re Verringerung des Volumens ergibt wegen der geringen Kompressibilitat von FlUssig-
keiten eine starke Drucksteigerung!

Verbindet man fur verschiedene Isothermen die Punkte des Beginns und des Endes der
Verflussigung miteinander, so ergibt sich ein Bereich, in dem gasfoérmige und flussige
Phase koexistieren, in dem also Verflissigung moglich ist. Bei einer Temperatur T,
(kritische Temperatur) fallen die drei Losungen der VAN DER WAALSschen Zustandsglei-
chung zusammen, es tritt kein horizontales Kurvenstiuck mehr auf. Diese Temperatur
markiert gleichzeitig die obere Grenztemperatur fur die Verflissigung einer Substanz,
denn fur alle T > T, ist eine Verflussigung nicht mehr moglich.

Eine mathematische Anmerkung: Fur T > T,,; gibt es nur noch eine reelle Losung der

VAN DER WAALSschen Zustandsgleichung; zwei weitere Losungen sind konjugiert kom-
plex. Es ergeben sich im Vergleich zu den Isothermen eines idealen Gases sehr stark
‘verbogene’ Hyperbeln.

1.4. Verdunsten, Verdampfen und Kondensieren

Stellt man ein mit einer FlUssigkeit gefilltes Gefald offen auf, dann beobachtet man,
dass die Flussigkeit im Laufe der Zeit weniger wird, die Flussigkeit verdunstet. Es gibt in
der FlUssigkeit stets Molekulle, deren Energie ausreicht, die zwischenmolekularen An

Physikalisches Praktikum -3- V 10 Reale Gase — Verflissigung



ziehungskrafte zu Uberwinden und die Flissigkeit zu verlassen. Durch Diffusionspro-
zesse konnen sich diese Molekule weiter von der Flussigkeit im Gefaly entfernen, die
offene FlUssigkeit verdunstet nach und nach. Verstarkt werden kann der Prozess durch
zusatzliche Konvektion. Durch Wegblasen der ‘heilden’ Molekule auf Ihrem Suppenloffel
kihlen Sie die Suppe ab und verhindern, sich den Mund zu verbrennen.

Bringt man in ein zuvor evakuiertes geschlossenes Gefal} eine Flussigkeit ein, dann hat
man ein reines Einkomponentensystem; die enthaltene Stoffmenge muss im Gefal}
bleiben. Es werden wieder einige Teilchen eine genugend grol3e kinetische Energie ha-
ben, um die zwischenmolekularen Anziehungskrafte zu Uberwinden und in den Raum
uber der Flussigkeit zu wechseln. Die Zahl der Teilchen, die pro Zeiteinheit in die
Dampfphase Uberwechseln, hangt Uber die MAXWELL-BOLTZMANN Geschwindigkeits-
verteilung ausschlieRlich von der Temperatur der Flussigkeit ab. Man sagt, die Flussig-
keit verdampft und unterscheidet zwischen der flissigen Phase und der Dampf- oder
Gasphase.
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Abb. 1: VAN DER WAALSsche Isothermen fur Kohlendioxid (CO, )

(entnommen Hering, E.; Martin, R. & Stohrer, M.: Physik fur Ingenieure; 8. Auflage; Bild
3-40 (2002); Berlin: Springer-Verlag)

Fahrt man die Volumenanderung bei der kritischen Temperatur T, durch, so reduziert

sich der 'Volumenbereich', in dem Flussigkeit und Gas koexistieren, auf einen einzigen
Punkt, den Wendepunkt der Isothermen genannt ‘kritischer Punkt’. Der kritische Punkt
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ist ein eindeutig bestimmter Zustand des Gases, der durch die kritische Temperatur
Tit den kritischen Druck py:, sowie das kritische Volumen V,,; bzw. die kritische

Dichte py,; charakterisiert ist.

Umgekehrt konnen auch Molekule aus der Dampfphase wieder in die Flussigkeit zu-
rickkehren, wenn sie in die Nahe der Flussigkeitsoberflache kommen. Man nennt die-
sen Vorgang Kondensation. Die Zahl der Molekule, die pro Zeiteinheit in die flussige
Phase Uberwechseln, ist proportional zur Teilchenzahldichte in der Dampfphase; je
grol3er die Zahl der Teilchen pro Volumeneinheit in der Dampfphase ist, desto grof3er ist
die Wahrscheinlichkeit, daf3 einige von ihnen in die FlUissigkeit zuriickkehren.

Nach einiger Zeit stellt sich ein dynamischer Gleichgewichtszustand ein, bei dem die
Anzahl der Teilchen, die verdampfen bzw. kondensieren gleich sind. Damit wird die
Teilchenzahldichte in der Dampfphase zeitlich konstant. Es stellt sich bei einer vorge-
gebenen Temperatur ein charakteristischer Dampfdruck ein, den man Sattigungs-
dampfdruck nennt. Der Sattigungsdampfdruck hangt allein von der Temperatur des
Fllssigkeits-Dampf-Systems ab; er nimmt mit wachsender Temperatur zu. Notwendig
fur das Vorliegen eines Gleichgewichtszustands zwischen Flussigkeit und Dampf ist,
dass immer Flussigkeit vorhanden ist. Die Menge der Flussigkeit ist dabei unerheblich.

Durch die betrachtete Temperatur T und den zugehorigen Sattigungsdampfdruck pgsi

werden solche Zustande beschrieben, in denen Flissigkeit und Dampf koexistieren und
die im p,T - Diagramm durch die Dampfdruckkurve beschrieben werden.

1.5. Dampfdruckkurve

Tragt man im p,T - Diagramm den Sattigungsdampfdruck gegen die Temperatur auf, so

erhalt man die Dampfdruckkurve fur die betrachtete Substanz. Die Dampfdruckkurve
unterteilt die p,T -Ebene in zwei Bereiche: Unterhalb und rechts von der Dampfdruck-

kurve liegen diejenigen Zustande, in denen die Substanz als Gas vorliegt. In den Zu-
standen oberhalb der Dampfdruckkurve liegt die Substanz in der flissigen Phase vor.
Auf der Dampfdruckkurve finden wir diejenigen Zustande, in denen FlUssigkeit und Gas
koexistieren.

Die Dampfdruckkurve endet am kritischen Punkt. Die Dichten von Flussigkeit pj;ss UNd
Gas pgyas sind gleich — also ununterscheidbar — geworden
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2. Versuchsaufbau

In Abb. 2 ist der Versuchsaufbau zur experimentellen Aufnahme der Isothermen, ein-
schliel3lich der kritischen Isothermen, zur Bestimmung des kritischen Punktes der Sub-
stanz Schwefelhexafluorid SFg dargestellt. Die kritische Temperatur von Schwefel-

hexafluorid betragt 9, =455 °C, sie liegt also in einem experimentell einfach zu-

ganglichen Bereich. Die Temperaturregelung erfolgt durch das Wasserbad W Uber ei-
nen geeigneten Thermostaten (Betriebsanleitung beachten!).

In der Kapillare K ist die Substanz SFg eingeschlossen; das Messvolumen ist unten

durch eine Quecksilbersaule begrenzt. Eine geeichte Skala ermdglicht die Bestimmung
des Volumens der eingeschlossenen Substanz (Gas/Dampf). Mit einer Pumpe kann das
Gas komprimiert werden, der sich einstellende Druck wird am Manometer M abgelesen!

I'VORSICHT: Die Anzeige darf nicht im roten Bereich liegen!!

Im Punkt B beginnt die Kondensation von Schwefelhexafluorid, was als eine 'Vernebe-
lung' wahrgenommen werden kann. Bei einer weiteren Komprimierung bildet sich die
flissige Phase als eine Flussigkeitsschicht Gber dem Quecksilber aus. Erst wenn im
Punkt C der Dampf vollstandig verflissigt ist, steigt der Druck der flissigen Phase der
Substanz sehr stark mit abnehmendem Volumen an!

o

Abb. 2: Versuchsaufbau: PHYWE Schriftenreihe "'Thermodynamik 2', 2. Auflage, S. 48
(1994); PHYwWE SYsTEME GMBH; D 37070 Goéttingen

Im Bereich der linken Grenzkurve g' mul} deshalb sehr vorsichtig gearbeitet werden.
Der Druck darf auf keinen Fall iber p =50 bar (roter Bereich auf der Manometer-

skala!) erh6ht werden!

Wiederholt man den Versuch bei verschiedenen konstanten Temperaturen, so erhalt
man die Isothermen der Abb. 1. Die horizontalen Teilstlicke der Isothermen werden von
den Grenzkurven g' und g" begrenzt. Kurve g' trennt die reine Flussigkeit vom Verflussi-
gungsgebiet, wahrend die Kurve g" das Verflissigungsgebiet von der gasférmigen Pha-
se trennt. Beide Grenzkurven treffen sich im kritischen Punkt, oberhalb der Temperatur
des kritischen Punktes ist keine Verflissigung moglich.
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3. Versuchsdurchfiihrung
3.1. Sicherheitshinweise
Der Druckbereich in der roten Zone ist Tabuzone!

Stets auf den "Wasserstand® in der Temperierflissigkeit achten; der Temperaturflhler
muss eintauchen, aber Uberschwemmungen sollen vermieden werden.

3.2. Einfiillen der Messsubstanz

Falls erforderlich, Gerat zum kritischen Punkt etwa 10 Minuten lang evakuieren, um
Fremdgase zu entfernen, dann mit Schwefelhexafluorid flllen. Der Einfulldruck sollte

etwa p=5-10° Pa betrage; beachten Sie dazu die Hinweise in der Bedienungsanlei-
tung.

Das Einflllen wurde lhnen von Labormeister Bernd Jung abgenommen. Sie kénnen
sofort mit der Messung beginnen.

3.3 Messprogramm
3.3.1 Aufnahme von funf Isothermen
Finf Isothermen — nach Absprache mit den Betreuern des Praktikums — ausmessen

[zB.:9=15°C, 25°C, 35°C, 45°C und 55°C
oder $=20°C, 30°C, 40°C, 50°C, 60°C].

In Hinblick auf die grafische Darstellung passende Schrittweiten fur die Volumina wah-
len. Volumina

im Intervall 4,0 cmd >V > 12 cm? in Schritten von etwa AV = 0,2 cm?®

im Intervall 1,2 cm® >V > 0,2 cm? in Schritten von etwa AV = 0,1 cm?®

variieren; der sich einstellende zugehdrige Druck wird am Manometer abgelesen. Be-
stimmen Sie mit besonderer Sorgfalt die Endpunkte der MAXwELLschen Geraden, also
diejenigen Punkte, bei denen die Verflissigung gerade beginnt bzw. die gesamte Sub-
stanz gerade vollstandig verflissigt ist.

Im Gebiet der gemischten Phasen sollte der Druck fiir eine Isotherme konstant bleiben;
denn fur das Koexistenzgebiet gilt neben T = const. fur eine Isotherme auch p =const..

Jede Isotherme ist sowohl bei Kompression (abnehmendes Volumen) und bei Expansi-
on (zunehmendes Volumen) aufzunehmen; tragen Sie die jeweiligen Messpunkte mit
unterschiedlichen Symbolen in Ihr Diagramm ein.

3.3.2 Bereich der kritischen Temperatur

Messen Sie im Bereich 43°C <3<48°C der kritischen Temperatur T, vier weitere
Isothermen in Intervallen von AT =1K aus.

Beschranken Sie sich auf Volumina im Intervall 0,7 cm® >V >0,2cm® bei Schrittweiten
von AV =0,05cm?.

Tragen Sie lhre Messdaten gesondert fur den 'kritischen' Bereich auf; wahlen Sie dazu
einen vergroRerten Mal3stab und bestimmen Sie aus dem Diagramm die kritischen Da-
ten Pyt und Vit
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Beachten Sie, dal} sich das System im thermodynamischen Gleichgewicht befinden
muss, warten Sie jeweils das Gleichgewicht ab, fihren Sie die einzelnen Messungen
nicht zu schnell durch!

4. Auswertung
41. Isothermen von Schwefelhexafluorid

Tragen Sie die Messpunkte in ein p,V -Diagramm ein; kennzeichnen Sie die Mess-
punkte fir Kompression bzw. Expansion unterschiedlich.

Die horizontalen Bereiche der Isothermen sollten gut herausgearbeitet werden.

Wenn Sie die Melpunkte durch Kurven verbinden, dann sollten diese den typischen
Verlauf einer VAN DER WAALSschen Isotherme wiedergeben. Zeichnen Sie zunachst im
Gebiet der gemischten Phasen eine horizontale Gerade ein und extrapolieren Sie die
beiden angrenzenden Aste der Kurve zu dieser Geraden hin.

Schatzen Sie Ablesefehler ab und zeichnen Sie fur ausgewahlte Messpunkte Fehler-
balken in das p,V -Diagramm ein

4.2. Verfliissigung und kritischer Punkt

Zeichnen Sie in das p,V -Diagramm die Grenzkurven g' (Beginn der Verflissigung) und

g" (Ende der Verflissigung) ein und versuchen Sie unter Kenntnis des bereits be-
stimmten kritischen Druckes p,;, den kritischen Punkt zu bestimmen. Lesen Sie das

zugehorige kritische Volumen V,,;; ab; schatzen Sie wieder den zugehorigen Fehler ab.

Tragen Sie in das Diagramm die Gebiete der reinen und gemischten Phasen ein.

4.3 Dampfdruckkurve pp(T)
Zeichnen Sie die Dampfdruckkurve pp(T) fur das Temperaturintervall
15°C<9<60°C.

Entnehmen Sie aus dem p,V -Diagramm — etwa in der Mitte des horizontalen Bereiches
— fur jede Isotherme den Sattigungsdampfdruck pp .

Tragen Sie auf einfach logarithmischem Papier den Logarithmus des Wertes des Satti-
gungsdampfdrucks pp in Abhangigkeit von der reziproken absoluten Temperatur %

auf. Welche Information enthalt die Steigung dieser Kurve?

Extrapolieren Sie die Dampfdruckkurve bis zum kritischen Punkt, Bestimmen Sie den
kritischen Druck p,i;; schatzen Sie den Fehler ab.
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44. Bestimmung der Stoffmenge n im eingeschlossenen Volumen
FUr grof3e Volumina und geringe Drucke verhalt sich ein reales Gas annahernd ideal.

Man trage fur einige Volumina im Intervall 4,0 cm® >V >25cm?® die Abhangigkeit des

Produkts (p-V) gegen % auf und extrapoliere die Geraden auf das Produkt (p-V) flr

den Grenzfall (%) -0

Es muss bei grol3en Volumina die Zustandsgleichung idealer Gase gelten; also
lim (p-V)=nR,,T
l—>O
1%
Daraus lasst sich die Stoffmenge n des eingeschlossenen Gases bestimmen.

Man berechne die Stoffmenge n aus den Messdaten fur zwei Isothermen.

4.5. Berechnung des kritischen Molvolumens
Aus dem gemessenen kritischen Volumen V,,; und der Stoffmenge n ist das kritische
Molvolumen Vi, it zu berechnen.

4.6. Ermitteln der Konstanten a und b der VAN DER WAALSschen Gleichung

Bestimmen Sie aus lhren Ergebnissen die beiden Konstanten a und b der VAN DER
WaALsschen Zustandsgleichung fur die Substanz SFg. Vergleichen Sie mit den Litera-

turwerten.
Berechnen Sie den kritischen Koeffizienten von SF.

4.7. Berechnung von Isothermen fiir Schwefelhexafluorid
Man setzt die Stoffmenge und die Konstanten a und b in die VAN DER WAALSsche Glei-

chung ein; 16st die Gleichung nach p auf und berechnet die Werte fur die 9 =25°C-
Isotherme in der Phase reinen Dampfes (d.h. auRerhalb des Sattigungsgebietes).

Berechnen Sie aullerdem diese Isotherme aus der Zustandsgleichung idealer Gase im
gleichen Bereich des Molvolumens. Zeichnen Sie alle Kurven zum Vergleich in die glei-
che graphische Darstellung ein.

5. Aufgaben und Auswertung
Warum endet die Dampfdruckkurve am kritischen Punkt?

Warum bleibt im Verflissigungsgebiet der Dampfdruck konstant, wenn man das Volu-
men variiert?

Berechnen Sie eine Isotherme von Kohlendioxid (CO,) fur die Stoffmenge
n=1molund die Temperatur9,, =0°C. Wahlen Sie zweckmaRigerweise als Einheiten

fir das Volumen ‘cm®’ und fiir den Druck ‘bar’. Tragen Sie die berechneten tabellierten
Werte in geeignetem Maldstab in ein p,V -Diagramm ein (Millimeterpapier benutzen).

Zeichnen Sie in das Diagramm das horizontale Kurvenstuck — die MAXWELLsche Gera-
de — der Koexistenz von Flussigkeit und Gas ein; bertcksichtigen Sie dabei, dass die
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Flachen der Kurvenstiicke oberhalb und unterhalb der MAXwELLschen Geraden gleich
sind.

Berechnen Sie analog eine Isotherme eines idealen Gases fur die Stoffmenge n =1mol

und die Temperatur3, =0 °C. Zeichnen Sie diese Isotherme zum Vergleich in das
Diagramm der CO,-Isothermen ein.

Far CO, wurde experimentell bestimmt: p,;; =750 bar und T, =304,2 K. Daraus
bestimmen sich die Konstanten

a(Co,) = 3,63-10% cm® bar mol =2
b(CO,) =427 cm® mol™

6. Frage

o Wie verhalt sich das Eigenvolumen der Molekule des Gases zum Kovolumen b?
Ziehen Sie ein Lehrbuch der Physikalischen Chemie zu Hilfe.
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Materialien zum Versuch Cl_V10: Reale Gase und Verflissigung
Reale Gase und VAN DER WAALSsche Zustandsgleichung
Empirische Bestimmung der Konstanten a und b aus den kritischen GroRen

Ein reales Gas wird in guter Naherung durch die VAN DER WAALSsche Zustandsgleichung
beschrieben

nza

(p +V—2)(v —nb)=nR, T

Die VAN DER WaALssche Zustandsgleichung wird i. Allg. fur die Teilchenmenge n =1 mol
angegeben; inre Formulierung lautet dann

1 (P+—5)Vinot =)= RenT
mol

mit dem Molvolumen V =K
n

VAN DER WAALS hat die Zustandsgleichung idealer Gase fur reale Gase modifiziert. Er bringt
als physikalisch deutbare Korrekturen in die Zustandsgleichung ein:

e Die Teilchen des Gases haben eine endliche Ausdehnung, also ein Eigenvolumen; sie
beanspruchen ein Volumen, das zur freien Bewegung der Teilchen nicht mehr zur Ver-
fugung steht. Die Theorie liefert: Dieses Kovolumen b entspricht etwa dem vierfachen
Wert des Eigenvolumens der Molekule des Gases. Vom Volumen V ist das Kovolumen
b zu subtrahieren.

e Es existieren zwischen den Teilchen schwache Wechselwirkungskrafte (VAN DER
WaALssche Krafte): Zum &ueren Druck p ist der Binnendruck zu addieren. Jedes

Teilchen des Systems Ubt auf alle anderen Teilchen eine Kraft auf. Die Anzahl der
wechselwirkenden Teilchenpaare ist also proportional zum Quadrat der Dichte des Ga-
ses; die Dichte ist umgekehrt proportional zum Volumen; damit ist der Binnendruck dar-

stellbar als

2
Vmol

Die beiden Konstanten a und b in der VAN DER WAALSschen Zustandsgleichung kénnen
empirisch aus den kritischen Daten bestimmt werden. Der kritische Punkt ist gekennzeich-
net durch die messbaren Zustandsgrofien kritische Temperatur T, , kritischer Druck p,
und kritisches Volumen V,, . Die kritische Isotherme (Temperatur T,,) gibt die Grenze fur
die Verflussigbarkeit eines realen Gases an. Im p,V -Diagramm besitzt die kritischen Iso-

therme eine horizontale Wendetangente. Die mathematische Bedingung fur eine horizon-
tale Wendetangente (die 1. und die 2. Ableitung missen verschwinden!) erlaubt die Be-
rechnung der VAN DER WAALSschen Konstanten a und b aus den kritischen GroRen T,,,

Py und Vi .
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Mathematische Vorgehensweise:
Umformen der VAN DER WAALSschen Zustandsgleichung auf eine Funktion
P(T,Vinor,a,b)liefert
RnT a
(Vinol —b) VmoI2
Nutzen der Bedingung ‘horizontale Wendetangente’ fur die kritische Isotherme. Fir eine

Wendetangente lautet die mathematische Forderung: Die erste und die zweite Ableitung
der Funktion p(T,V,,q,a b) mussen fur die kritische Isotherme bei der Temperatur T,, bei-

de gleich Null sein. Dies liefert zwei Bestimmungsgleichungen, aus denen, zusammen mit
der VAN DER WaALsschen Zustandsgleichung [Gleichung 1'], die kritischen Gréflen
Pkr> Tkr» Vmolkr IN Abhangigkeit von den beiden Konstanten a und b bestimmt werden

17 p=

kénnen. Umgekehrt kdnnen die beiden Konstanten a und b durch die direkt messbaren
kritischen GroRen p,,, T, dargestellt werden. Die Bedingungen fur eine horizontale Wen-

detangente lauten

27 P o
d Vmol T=T
d2
3] P50 =0
d Vmol T=T

Die Ableitungen ergeben fir den kritischen Punkt ( py, Ty, Vo ) die beiden Bedingungs-
gleichungen

2 dp _ - RmTkr _ (—2)3 -0
[2] 3V = 5 5=
mol l7-7. (Vinotkr =0)°  (Vinolkr)
31 9P| _(2Rale) (2)Ba_,
d VmoI2 T=T, (Vmol,kr - b)3 (Vmol,kr )4

Umstellung von [Gleichung 2] ergibt
RnTw  2a
Vimotkr =0 (Vinolr)°
Umstellung von [Gleichung 3’] ergibt
2 S I
Vinolkr =) (Vinoikr —b)° ) (Vinotkr )
Ein Vergleich zeigt, dass man [Gleichung 2”] ‘geschickt’ in [Gleichung 3”] einsetzen kann.
Man erhalt dann
2 2a 6a

4 . =
4l Vinolkr =8) (Vinoikr)° Vot )*

[2"]

[3"]
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Kirzen und Umstellen liefert
4Vmol,kr = 6(Vmol,kr _b)
2Vinolkr = 6b
[4|] Vmol,kr =3b
Einsetzen von [Gleichung 4'] in [Gleichung 2”] liefert
R..T 2a
[5] m kr2 — -
(3b-b)- (3b)
Umstellen und Kurzen liefert
RmTyr  2a
4b%  27b°
_8a 1
T 27b R,
SchlieBlich erhdlt man p,, durch Einsetzen von [Gleichung 4’] und [Gleichung 57] in [Glei-
chung 1’] fur den kritischen Punkt
™ 8a a
(3b-b) 27bR,, (3b)?

1 8a a (4a-3a)

[51

Pr

Pir = -
T (2b) 276 (3p)2  27b°
a
[6] Pkr =
T 97h2

Damit sind kritischer Druck py,, kritische Temperatur T,, und kritisches Molvolumen
Violkr respektive kritische Dichte p,, durch die beiden Konstanten a und b der VAN DER
WaALSschen Zustandsgleichung darstellbar.

Umgekehrt kann man die beiden Konstanten a und b der VAN DER WAALSschen Zustands-
gleichung aus den experimentell bestimmten Daten von kritischer Temperatur T,, und kri-

tischem Druck p,, bestimmen.

Die Kombination von [Gleichung 5’] fUr die kritische Temperatur und [Gleichung 6] fur den
kritischen Druck liefert

To _ 8a  27b°

P 27bR,, a

T Rm

P 8

Einsetzen von [Gleichung 7] in [Gleichung 5’] fur die kritische Temperatur liefert

71 b=

8a  8py
Tw=27r T R
m kr'¥m
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Aufgel6st nach a ergibt sich

- _2TRy’ Ty’
64 Pxr
Beispiel:
Bestimmen Sie aus den aus den experimentell bestimmten Daten von kritischer Tempera-

tur T,, und kritischem Druck p,, fur Kohlendioxid die beiden Konstanten a und b der VAN
DER WAALSschen Zustandsgleichung.

Far CO, findet man experimentell
kritischer Druck Py = 75,0 bar

kritische Temperatur T, =304,2K
Weiterhin braucht man zur Berechnung

die molare Gaskonstante R,, =831 Jmol 1K™

und die Druckeinheiten 1bar=10° Pa  mit 1Pa=1Nm™72

Damit erhalt man

-1
h(CO, )= Tir . Rm _3042K 8,31El>\lmm?; K
Py 8 75,0-10° Nm

=421 cm? mol "

~=42,1-10"% m3 mol™’

und

2 2
a(Co,)= 27Rm Tk—r:
64 Pkr
Darin ist nach [Gleichung 5’] die bereits berechnete Konstante b enthalten. Ein schnellerer
Weg zum Ergebnis ergibt sich aus der Umstellung von [Gleichung 5']

a(COz):z-b-Tkr ‘R, 27 421.10°% m®mol~"-304,2 K -8,31 Nmmol ' K"
8 8

2

~36-10"m*Nmol2-™_-36.10"" m® mol~2 N
m2 m2

~3,6-10""m®mol~2.107° bar=3,6-10""-10"2 ¢cm® mol=2.107° bar

:3,6-106 cm® bar mol~2
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Zusammenstellung einiger VAN DER WAALSschen Konstanten

Substanz a b
10 Nm*mol™?  10"° m® mol™”

Ammoniak NH3 421,2 37,07
Kohlendioxid CO, 362,8 42,67
Helium He 3,446 23,70
Wasserstoff H, 24,68 26,31
Neon Ne 21,28 17,09
Stickstoff N, 140,4 39,13
Sauerstoff 0, 137,4 31,83
Schwefeldioxid SO, 678,1 56,36
Wasser H,O 551,9 30,49

aus: Carl Nordling, Jonny Ostermann: Physics Handbook for Science and Engineering.
Lund (Schweden): Studentlitteratur, 5™ edition,1997.

Weitere Einheiten, die in der Literatur Ublich sind

[a]=10"2 Nm*mol2 =102 .107° .10*° -lz-m2 .m* - mol2
m

-107% .bar-m® -mol2

[6]1=10"° m3®mol™"=107%(10% cm)*mol~" =107 -10% cm3 mol

—1cm? mol™’

Physikalisches Praktikum -5- V 10 Zusatz Theorie



Definition und Bestimmung der BoYyLE-Temperatur Tg

Als BoyLE-Temperatur Tg bezeichnet man diejenige Temperatur, oberhalb der ein reales
Gas sich wie ein ideales Gas verhalt; mathematisch gesprochen geht oberhalb der BOYLE-
Temperatur Tg die Zustandsgleichung nach VAN DER WAALS Uber in die allgemeine Zu-
standsgleichung idealer Gase.

Die vAN DER WaALSschen Gleichung lautet

2
n-a
(p +7)(V - nb) = anT

ausmultiplizieren liefert

2,1 3 1
pV —pnb+n av—n abv—z_anT
Naherung: die Zustandsgleichung idealer Gase gilt fur hohe Temperaturen und fur geringe
Dichten, also grof’e Volumina; deshalb wird oberhalb der BoYLE-Temperatur der Term mit

iz vernachlassigt.
%4

Forderung: Fur hohe Temperaturen gilt nach der Zustandsgleichung idealer Gase
1 p

V' nR.T
Einsetzen dieser Naherung und dieser Forderung in die obige Beziehung liefert

nap a
V=nR,T nb — =nR..T + np(b—
PV =R T +pnb——= = nRyT +np(b - ——)

T
m m

Diese Beziehung geht dann in die allgemeine Zustandsgleichung idealer Gase uber, wenn
fir die Temperatur T =Ty der zweite Ausdruck auf der rechten Seite gleich Null wird. Der

Klammerausdruck verschwindet fir

b-—2 o und damit Tg -2
RnTg Rnb
Nach [Gleichung 5] ist die kritische Temperatur darstellbar als
kr = ﬁi also ist a = 2_7Tkr
27b Ry, b-R, 8
Die BoyLE-Temperatur wird damit
1 27
TB = a?RmTkr = 3,375 . Tkr

Beispiel: Die BoyLE-Temperatur von Kohlendioxid ist
Tg(CO,)=3375-T,,(CO,)=3,375-304 K=1026 K
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Der kritische Koeffizient K,, realer Gase

Die allgemeine Zustandsgleichung idealer Gasen lautet fur die Stoffmenge n =1mol
RnT
PVinol

Oben wurden Beziehungen zwischen den kritischen Daten und den Konstanten der VAN
DER WAALSschen Gleichung hergeleitet

1

V,mo,,kIr =3b [Gleichung 47]
8a 1
= Gleichung 5’
a )
Prr = [Gleichung 6]
T 97h2

Setzt man fur Temperatur, Druck und Molvolumen fur die kritischen Daten in die Zustands-
gleichung ein, dann erhalt man

(8a 1
K, - Rolur _ " 27b Ry _8
r
pkrvmol,kr 8 .3b 3
2
27b
RmTkr Weriti - v
Man nennt K,, =—"—— den 'kritischen Koeffizienten' eines Gases.
PxrVmol kr

Aus den experimentellen Daten findet man: Der kritische Koeffizient K, ist bei allen Ga-

sen grofRer als der hergeleitete Wert K, = % =267

Daran erkennt man die begrenzte Gultigkeit der VAN DER WAALSschen Zustandsgleichung.

Kritische Koeffizienten K, einiger Gase

VAN DER WAALS Gas 2,667
Helium (He) 3,13
Wasserstoff (Hy) 3,03
Stickstoff (N») 3,42
Argon (Ar) 3,43
Kohlendioxid (COy) 3,486
Schwefeldioxid (SO,) 3,60
Diethylather ((CoH5),0) 3,775
Benzol (CgHg) 3,755
Wasser (H,0) 4,46
Essigsaure (CH;COOH) 4,99
Hexan (CgH1g) 3,83
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