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1 Messgenauigkeit

Wird eine Messgro3e X mehrmals gemessen, so zeigen die Messwerte regellose Schwankun-
gen. Zur grafischen Veranschaulichung dieser Messwertschwankungen dient das
Histogramm. Als Beispiel sind in Bild 1-1 die gemessenen Schwingungsdauern eines Pendels
dargestellt. Die zugehorigen Messwerte sind in nebenstehende Tabelle zusammengestellt.
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Bild 1-1: Histogramm der ge-
messenen Schwingungsdauern 0
eines Pendels, Anzahl der Mes- 1,16 1,18 1,2 1,22 1,24 1,26
sungen: N = 25. Schwingungsdauer in s

ZweckméBigerweise tragt man anstelle der absoluten Haufigkeit N;j, mit welcher der Messwert
X;j auftritt die relative Haufigkeit auf, die gegeben ist durch

h=—1, (1-1)

dabei ist N die Gesamtzahl der Messungen.

C. F. GauR konnte zeigen, dass bei einer grolen Zahl von Messungen die Haufigkeitsvertei-
lung h(x;) tibergeht in die nach ihm benannte Normalverteilung

_(X—#z)2

20 -
=€ . (1-2)

h(x) = !

2no

h(x) dx ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei einer Wiederholungsmessung der Messwert X zwi-
schen x und X + dx liegt. Die Funktion h(X) ist symmetrisch zum Erwartungswert u . Sie ist

durch den Vorfaktor v2no? so normiert, dass die Wahrscheinlichkeit 1 ist, bei einer Wie-
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+00
derholungsmessung einen Wert X im Bereich -oo <X < +o0 zu finden: Ih(x) dx =1. Die Breite
der Verteilungsfunktion h(x) wird bestimmt durch die Standardabweichung oder Streuung o,
o wird als Varianz bezeichnet. Sie hingt ab von der Genauigkeit des Messverfahrens.
Bild 1-2 zeigt ein Beispiel einer Normalverteilung.
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relative Haufigkeit h(x)

Bild 1-2: GauRsche
J \\ Normalverteilung
0 — f T fir u=5und o= 1.
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Ho u uro
Messwerte X

Die Breite der Verteilungsfunktion kann auch charakterisiert werden durch die auf halber Ho-
he gemessene Breite by, (engl. Full Width at Half Maximum, FWHM), mit der folgender Zu-
sammenhang existiert:

b, =FWHM=22In25=235c. (1-3)

Die Wahrscheinlichkeit, dass ein Messwert in den Bereich p-o < X < p+o fallt betrigt
H+o

P= jh(x) dx = 68,3% . Wihlt man den Bereich doppelt so breit, also y-20< X < p+20,
H—O
dann betrdgt die Wahrscheinlichkeit 95,4 %.

Aus einer endlichen Zahl N von Messungen lassen sich nach der Gauflschen Theorie der Beo-
bachtungsfehler Schitzwerte fiir den Erwartungswert g und die Streuung o berechnen. Der
beste Schitzwert fiir den Erwartungswert ist der arithmetische Mittelwert

K= 2K (1-4)

i=1

Er zeichnet sich dadurch aus, dass die Summe der quadratischen Abweichungen zwischen den
Messwerten Xj und diesem Wert minimal wird.
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Diese so genannte minimale Fehlersumme betréigt

N
FSmin = 2. (xi—X)> = > x* - NX?. (1-5)
i=1 i=1

Der beste Schitzwert flir die Streuung o ist die empirische Standardabweichung des Messver-
fahrens bzw. der Messwerte X:

— FSmin _ 1 L )\
Sy =4 e _\/N—IE(X' X) . (1-6)

Die relative Unsicherheit der Standardabweichung ist

AS, _ 1 (1-7)

s, J2(N-=1)'

Berechnet man mit Hilfe der Gleichungen (1-4) bis (1-6) den Mittelwert und die Standardab-
weichung des Datensatzes von Seite 2, so ergibt sich flir den Mittelwert der gemessenen

Schwingungsdauern T = 1,2116 s und fiir die Standardabweichung des Messverfahrens
st=0,0172 s. Bild 1-3 zeigt eine Darstellung der Ergebnisse.

relative Haufigkeit

0,3
0,25
/\

02 - Bild 1-3: Histogramm der
Messwerte aus der Tabelle
von Seite 2 sowie berechne-

0.15 7 te Normalverteilung (mul-
tipliziert mit der Klassen-

0,1 - breite, hier 0,01 s) mit den

\ Werten
0,05 y T=1,2116,
\\ st=0,0172s,
0 ‘ N AT =0,0034 s,
1,15 1,2 T 1,25

Schwingungsdauer in s

Wenn nach einer Messreihe der Mittelwert X der zu messenden Grofie bestimmt wird, dann
wird bei einer Wiederholung der Messreihe der neu bestimmte Mittelwert sicher nicht mit
dem vorigen iibereinstimmen. Macht man weitere Messreihen, so werden die jeweils be-
stimmten Mittelwerte eine statistische Schwankung aufweisen. Ein MaB fiir die Abweichung
des Mittelwerts X vom Erwartungswert y ist die Standardabweichung des Mittelwerts
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N (1-8)

Die Genauigkeit eines Messverfahrens bestimmt die Breite der Hiufigkeitsverteilung. Die
Standardabweichung sy charakterisiert somit die Messgenauigkeit des verwendeten Verfah-
rens und kann durch Wiederholungsmessungen nicht erhdht werden; dazu muss das Messver-
fahren gedndert werden.

Dagegen erhohen Wiederholungsmessungen die Genauigkeit, mit welcher der berechnete
Mittelwert X mit dem Erwartungswert u iibereinstimmt. Die Standardabweichung des Mit-
telwerts AX nimmt mit steigender Zahl der Messungen ab.

Fiir unser Zahlenbeispiel von Seite 2 ergibt sich fiir die Standardabweichung des Mittelwerts
AT =0,0034s. Der relative Fehler des Mittelwerts ist A_l_TT =0,28 %.

Das Ergebnis der Messungen kann folgendermal3en angegeben werden:
T =(1,2116%0,0034)s, 0der T =1,2116 5(1+ 0,28 %).

Es sei noch einmal darauf hin gewiesen, dass die Angabe des Ergebnisses in der Form

X = X £ AX nicht bedeutet, dass der wahre Wert der zu messenden Grof3e innerhalb der ange-
gebenen Fehlergrenzen liegt, fiir unser Beispiel also zwischen 1,2082 s und 1,2150 s! Viel-
mehr liegt der wahre Wert innerhalb dieser Grenzen nur mit einer Wahrscheinlichkeit von
68,3 % (s. Seite 3). Wird das Messergebnis in der Form X = X+ 2AX angegeben, so liegt der
wahre Wert mit einer Wahrscheinlichkeit von 95,4 % innerhalb dieser Grenzen.

2 Fehlerfortpflanzung

Wird eine physikalische Grofe nicht direkt gemessen, sondern aus anderen gemessenen Gro-
en berechnet, dann pflanzen sich die Fehler bis zum Endergebnis fort.

Beispiel:

Das Volumen einer Kugel soll bestimmt werden aus dem gemessenen Durchmesser

D = (100 £ 0,1) mm.

Das mittlere Kugelvolumen ist V = % D3 =523,6 cm’.

A Der Fehler des Volumens infolge des fehler-

\% haften Radius wird mit Hilfe der Differential-

rechnung bestimmt:

AV =| Y AB-
dD |5

o S — Bild 2-1:Kugelvolumen in Abhangigkeit vom
D D+AD D  Durchmesser.

v
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Der relative Fehler wird v = 3% , er ist also drei Mal so gro3 wie der relative Fehler des

Durchmessers. Dabei stammt der Faktor 3 ganz offensichtlich von der Potenz im Gesetz
v=2p3
6

Hangt eine physikalische GroBe f(x, Y, z,...) von mehreren Messgrofien ab, dann ist der wahr-
scheinlichste Wert der indirekt bestimmten Grof3e

f=f(Xy,z..). (2-1)

Nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz von GauB ist die Standardabweichung der Grof3e f bzw.
des indirekten Messverfahrens fur f

2
of of ) » (o0f)
St _\/(RJ sx+[ay] SV+(§J S; +.., (2-2)

dabei sind (gf J (gf ] (g—f] , ... die partiellen Ableitungen der Funktion f(x, y, z,...) nach
y z

den TeilgroBen X, y, z, ... an der Stelle X, VY, Z, ...

Ersetzt man nach Gl. (1-8) die Standardabweichungen S, Sy, S, ... durch die Standardabwei-
chungen der Mittelwerte AX, Ay, Az, ..., dann ergibt sich

2 2 2
S¢ = of AR + of A72+ ot AZ* +.. [N . (2-3)
OX oy 0z

Der mittlere Fehler bzw. die Standardabweichung des Mittelwertes f betrigt

2
_ S
sf::Afz:ﬁ%- J(gij AX? + (Z;j Ay + [g;] AZ* +.... (2-4)

Héufig ist in der Praxis die Zahl der Messungen zu gering, so dass die Gleichungen (2-2) und
(2-4), die eigentlich nur fiir eine grole Anzahl N von Messungen giiltig sind, zu kleine Fehler
liefern. Daher ist es in vielen Fillen angebracht, die GroRtfehler zu berechnen.

Fehlerrechnung, Stand SS 08 Seite 6



Hochschule Esslingen Fakultat Grundlagen
University of Applied Sciences Physiklabor B

Der absolute GroRtfehler des Mittelwertes f betrégt

Af o =

max

of

0z

of

OX

ﬂAer
oy

AX + AZ+... (2-4)

. ) Af . . .
Der relative GroRtfehler % lasst sich besonders einfach berechnen bei reinen Potenz-

funktionen vom Typ f =xX-y™.z":

%:M olml [ 2V |n| 22 (2-5)

AX
X

Ay
y

Az
z

3 Ausgleichsgerade - lineare Regression

Wenn zwischen zwei Messgroflen y und X ein linearer y 4
Zusammenhang vermutet, bzw. durch eine Theorie
vorhergesagt wird, ldsst sich durch die Messpunkte eine °
optimale Gerade, die so genannte Ausgleichsgerade

legen (Bild 3-1). Dabei wird angenommen, dass die °

Fehler der x-Werte vernachléssigbar sind. Wird die Yi
Ausgleichsgerade formuliert als o
y=a,+aXx,

so ist flir den Messwert X; der Fehler zwischen dem
Funktionswert y und dem Messwert y; gegeben durch

v

a0+a1Xi—yi. Xj

Wieder wird gefordert, dass die Summe aller quadratischen ) ) )

Abweichungen ein Minimum sein soll: Bild 3-1: Lineare Regression.
N

Z(ao + al Xi - yi)2 = Mln'

i=1

Partielles Ableiten nach ay und a; und Nullsetzen der Ableitungen fiihrt auf ein System von
Normalgleichungen

agN +a, > X =D
aoZXi +alzxi2 :ZXiYi,

das nach den iiblichen Methoden der linearen Algebra geldst wird.

Mit der Koeffizienten-Determinante

A=NY -3 %) (3-1)
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ergibt sich fiir den Ordinatenabschnitt

2
3 :ZXiZYi—AZXiZXiYi (3-2)

und fiir die Steigung der Geraden

N Ve — : ,
a = %Y, AZX.Zy.. (3:3)

Die Standardabweichung der y-Werte betragt

N
Sy :\/LZ(a0 +ax—yi). (3-4)

N -2

Die Standardabweichungen (Unsicherheiten) der nach den Gleichungen (3-2) und (3-3) be-
rechneten Werte fiir den Ordinatenabschnitt und die Steigung betragen

2
Say = swa% (3-5)

und

N
Sal = Sy Z . (3—6)

Es ist hdufig die Frage, ob die beiden Messgroflen x und y tatsdchlich korreliert sind, ob also
eine Funktion vom Typ Yy =@, + @, X einen sinnvollen Zusammenhang darstellt. Eine Antwort

darauf liefert die Kovarianz

=< Z -xNyi-y). G-

Falls die Messwerte von X und Y nicht korreliert sind, néhert sich die Kovarianz fiir eine grof3e
Zahl von Messungen dem Wert null. Eine quantitative Beschreibung der Korrelation ist mog-
lich mit dem Korrelationskoeffizienten

Sxy

SxSy

r=——-2-
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Mithilfe der Gleichungen (1-6) und (3-7) ergibt sich

. 2.6 =%y )
U206 =P (v -y

(3-8)

oder

D %iYi —NXy

S ey

(3-9)

Liegen alle Messpunkte auf einer Geraden, dann ist der Korrelationskoeffizient r = +1 (je
nach Steigung). Liegt keine Korrelation vor, dann ist r = 0. Als Faustregel kann man sagen,
dass bei |I’| > (0,8 eine Korrelation vorliegt.

Beispiel:

Die Heizleistung eines Hauses in Abhangigkeit von der dquivalenten AuBBentemperatur (be-
rliicksichtigt Sonneneinstrahlung und Wind) wird untersucht. Eine lineare Regression soll mit
Hilfe von Excel durchgefiihrt werden.

A B C D E F
1 [Tag-Nummer [aquiv. Temp [Heizleistung
2 x/Celsius KW
3 1 0,8 85 -5,79 82,68
4 2 0,4 81 0,61 1,48
5 3 3,2 67 0,86 5,08
6 4 -3 93 90,35 15,00
7 5 1,2 81 2327,36 386,41
8 6 -0,7 88
9 7 -2 102
10 8 0,6 73
11 9 4,2 65
12 10 3,5 64
13 11 0,2 78
14 12 2 65
15 13 0,7 81
16 14 1,4 74
17 15 2,6 65
18 16 4,4 52
19 17 3.4 59

Nach Eingabe der Messwerte muss ein Ausgabebereich in Form einer Matrix mit 5 Zeilen und
2 Spalten markiert werden (hier: E3 bis F7). Mit Hilfe des Funktionsassistenten wird die Sta-
tistik-Funktion RGP aufgerufen. Eingabe: =RGP(y-Werte;x-Werte;1;1). Matrixbefehle wer-
den ausgefiihrt mit Strg + T + Enter.
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Das Ergebnis wird in folgender Form ausgegeben (auf die Bedeutung der letzten beiden Zei-
len wird hier nicht eingegangen):

ap do
Stand.abw. S;; | Stand.abw. Sy
Best.maB R = r° | Stand.abw. s,

Excel gibt anstelle des Korrelationskoeffizienten r dessen Quadrat, das so genannte Be-
stimmtheitsmaf aus. Eine Darstellung der Anpassung zeigt Bild 3-2. Der Korrelationskoefti-
zient betrdgt r = - 0,93.

=
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en I 100

[en) L LUU
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g ? 190

T 80
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: S T SN

+ !

© 60 Bild 3-2: Beispiel

=2 50 - \f einer linearen

‘g Regression mit
T 40 T T r=- 0’93

-2 0 2 4 6
dquivalente Aullentemperatur %;,/°C

A

Vorgehen bei nicht linearen Zusammenhangen

Nicht lineare Zusammenhénge lassen sich haufig mithilfe einer Koordinatentransformation in
lineare Zusammenhinge iiberfithren. Ein Beispiel zeigt Bild 3-3, wo die gemessenes spektrale
Linienbreite Afy; eines Halbleiterlasers dargestellt ist in Abhéngigkeit vom Spiegelabstand d
eines Fabry-Perot-Interferometers. Die eigentlich interessierende wahre Linienbreite Af. eines
Lasers wird bei einer solchen Messung verfdlscht (verbreitert) zur gemessenen Linienbreite

c
Afy = Afp +— 3-10
M LY R (3-10)

dabei ist ¢ die Lichtgeschwindigkeit und F die so genannte Finesse des Instruments. Gesucht
ist die wahre Linienbreite Afy des Lasers. Die in Bild 3-3 a) dargestellten Messpunkte lassen
zwar einen Zusammenhang nach Gleichung (3-10) vermuten aber nicht ohne weiteres
beweisen.
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Tragt man Afy(X) auf, wobei X = % , dann geht Gleichung (3-10) in eine Geradengleichung

uber:

c
Afy = Afp +— X, 3-11
M Lt oF (3-11)

und ermdglicht eine lineare Regression nach Bild 3-3 b). Als Ergebnis der Anpassung folgt:

Afp, =21 MHz (Ordinatenabschnitt),
Steigung a; = % =958 MHz - mm

und damit fiir die Finesse des Spektrometers F = 1566.
Der Korrelationskoeffizient betrdgt r = 0,998.

140

120 { o

100 | o
80 - .
60 -
40 - o .
20 -

0 T T T T T
0 2 4 6 8 10 12

Spiegelabstand d/mm

gem. Linienbreite Afy/MHz

140
120 - b)
100 -

80 3

60 1 Bild 3-3: Transfor-
40 - mation einer nicht
20 - linearen in eine
lineare Funktion.

gem. Linienbreite Afy/MHz

0 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2

reziproker Spiegelabstand d '/mm’

Programme wie Excel, Winstat etc. erlauben selbstverstindlich auch nicht lineare An-
passungen von theoretischen Funktionen an experimentelle Ergebnisse. Dennoch sind
Darstellungen der Zusammenhénge in Form von Geraden am besten geeignet, physi-
kalische Modelle zu tiberpriifen.

Fehlerrechnung, Stand SS 08 Seite 11



Hochschule Esslingen Fakultat Grundlagen
University of Applied Sciences Physiklabor B

Beispiel: Erwarmung eines Korpers mit der Anfangstemperatur T, in einem Ofen der
Temperatur To.

Wiérmestrom vom Ofen in den Kdrper, wenn T die Kdrpertemperatur ist:
Q=kA(Ty —T), A: Oberfliche, k: Warmedurchgangskoeffizient.

Mit dQ = C dT (C: Warmekapazitit) folgt fiir die Temperaturdnderung die Dgl.
% :kC—'A‘(TO —T), mit der Lésung

T(t)=T, +(To—Tx)(1-e"'7), wobei =kC—A . (3-12)

Die linearisierte Funktion lautet
pro—Ta _ 1.
TO — T T

Experimente:

1. Erwdrmung von ca. 1,2 | Wasser mit der Anfangstemperatur T, = 20 °C in einem Ofen mit
der Ofentemperatur To = 80 °C.

65

60 / a)
55
9
3 50 A
= 45
2
©
5 40
: e
'_
30 +
25 A
20 T T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140
Zeit t/min
1,4
12 b)
’ y = 0,00991x + 0,00644
1] R? = 0,99796
>
¢ 08
o
5 06
=
0.4
2 . .
o /’ Bild 3-4: Erwarmung von Was-
0 : : : : : ser, dargestellt in
0 20 40 60 80 100 120 140 @) linearem,
Zeit t/min b) logarithmischem Malstab.
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2. Garen von ca. 1,2 kg Fleisch mit der Anfangstemperatur T, = 20 °C in einem Ofen mit der
Ofentemperatur Tp = 80 °C.

70
a
P 50
C’D /
= 40
>
& /
o 30
o
5
S 20
10
0 T T T T
0 50 100 150 200 250
Zeit t/min
1,2
y = 0,00305x + 0,35265
1] R® = 0,99828 b)
> 08 1
O
o
2 06
O
3
E 0,4
02 y = 0,00809x + 0,00784 Bild 3-4: Garen von Fleisch,
0 R?=089771 | | dargestellt in
0 50 100 150 200 250 @) Ilnear_em, _
Zeit t/min b) logarithmischem Mal3stab.

Aus der logarithmischen Darstellung geht klar hervor, dass zwei Exponentialfunktionen mit
unterschiedlichen Zeitkonstanten den Vorgang beschreiben. Das der GI. (3-12) zugrunde lie-
gende Modell gilt also offenbar beim Fleisch nicht.

Grund: Fleisch ist im Wesentlichen nur ein Proteingemisch. Bei etwa 45 °C beginnen die Pro-
teine zu ,,denaturieren®. Sie liegen zunéchst in der so genannten Sekundérstruktur vor, wobei
Aminoséuren iiber groflere Absténde miteinander wechselwirken (Wasserstoffbriicken, van-
der-Waals-Krifte etc). Bei erhohter Temperatur 16sen sich diese Bindungen auf und die Prote-
ine gehen in die Primérstruktur iiber, bei der die Aminoséuren wie auf einer Perlenschnur an-
geordnet sind.
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